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[76] iUgememe Methode partielle Differential- 
gleichongen und gewöhnlicbe Differential- 
i gleichnngen, beide von erster Ordnung, in beliebig 
Yielen Veränderlichen, vollständig zn integriren. 

Von 

J. P.Pfaff.*) 

(Abhandlangen der kgl. Akademie der Wissenecliaften in Berlin. 

Aus den Jahren 1814^1815.) 

Zn den herrorragenden Erfindungen, durch welche der 
scharfsinnige Lagrange die Analysis bereichert hat, gehört eine 
allgemeine Methode zur Integration der partiellen Differential-* 
gleichungen in drei Veränderlichen^). Es war keineswegs 
leicht, eine solche Integration ausfindig zu machen, was man 
schon daraus ersehen kann, dass ein so gewiegter Meister des 
Calculs wie Euler bei seiner ausführliehen Behandlung dieser 
Gleichungen (Calc. Integr. Vol. III, p. 37 — 178) nur die Lösung 
specieller Fälle gegeben hat, und zwar nicht nach einem gleich- 
förmigen Verfahren^ sondern mit Benutzung verschiedenartiger 
Kunstgriffe. Er gesteht selbst (p. 132), »dass er von der 
Lösung des allgemeinen Problems noch weit entfernt sei«. 
Während sich nun Euler keinen hinreichend allgemeinen Be- 
griff von der wahren Natur dieser Gleichungen gebildet zu 
haben scheint, gewann Lagrcmge seine Methode dadurch, dass 
er dieselben nach einem gleichförmigen und allgemeinen Princip 
betrachtete. Es sei x eine Function der Veränderlichen x 



*) In der Sitzung der Akademie am 11. Mai 1815 vorgelegt 
unter dem Titel: »Methodus generalis, aequationes differentiamm 
partialium, nee non aequationes differentiales vulgares, utrasque. 
primi ordinis, inter quotcunque variabiles, complete integrandi. 

1* 
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4 J. F. Pfaff. 

und y, ferner sei r— = «, —- = q. Dann ist allgemein be- 

kannt, dass eine partielle Differentialgleichung in drei Verän- 
derlichen nichts anderes ist als eine gegebene Relation zwischen 
P^ 9) ^7 Vi ^) *^s welcher eme Relation zwischen x, y, z be- 
stimmt werden soll. Da nun dz = pdx-\- qdy ist, so be- 
trachtet Lagrcmge diese Gleichung als eine Differentialgleichung 
in den drei Grössen x, y, Xj welche ausserdem die Grösse j? 
als eine unbestimmte Function eben dieser drei Yeränderlichen 
enthält. [77] Man darf aber bekanntlich, wenn eine solche 
Gleichung integrabel sein, d. h. eine bestimmte endliche Glei- 
chung zwischen den drei Veränderlichen nach sich ziehen soll, 
die Coefficienten in jener nicht beliebig annehmen, sondern es 
mnss eine gewisse Relation zwischen ihnen bestehen. Aus 
diesem Kriterium der Integrabilität oder Realität [EiUer 1. c. 
p. 5, 6) hat man die Bestimmung des Coefficienten p als Function 
der X, y, x zu entnehmen. Ist dieser Coefficient wirklich be- 
stimmt, so liefert dann die Integration der Gleichung dx^=pdx 
•i- qdy nach Regeln, die anderswoher bekannt sind, die ge- 
suchte Relation zwischen x, y, %, Was nun die Bestimmung 
von p anbelangt, so führt die erwähnte Integrabilitätsbedingung 
wieder zu einer partiellen Differentialgleichung, und zwar in 
vier Veränderlichen. Dieselbe ist aber linear, d. h. sie enthält 
die Ableitungen nur in erster Dimension, und kann also nach 
Principien, die Lagrange aus anderem hergeleitet hat (M^m. 
de TAcad. de Berlin 1774, 1779), integrirt werden. In dieser 
Lösung steckte noch eine Schwierigkeit ^) , die Lagrange nach 
seinem eigenen Geständniss lange Zeit gequält hat*). Ist näm- 
lich p als Function der drei Veränderlichen x, y, x durch eine 
partielle Differentialgleichung gegeben, so bringt die Integration 
derselben nach einem bekannten Gesetz eine willkürliche Function 
zweier Grössen hinein, während doch die Bestimmung von x als 
Function der beiden Veränderlichen x und y eine willkürliche 
Function von nur einer Grösse zulässt. Eben diese Schwierigkeit, 
diesen scheinbaren Widerspruch hat Lagrange schliesslich glück- 
lich gelöst, indem er durch geistreiche Schlüsse zeigte, wie jene 
Function zweier Grössen, welche ihrer Natur nach eine umfassen- 
dere Unendlichkeit ist als eine willkürliche Function einer Grösse, 
auf eine solche Function einer Veränderlichen zurückgeführt wird. 

*) Lecons sur le calcnl des fonctions. Nonv. ^dit 8. Paris 1806. 
T). 390. »Diese Schwierigkeit — ich gestehe es — hat mich lange 
quält.« cf. p. 386. 
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Uebrigens haben andere Analysten, welche die Methode 
von Lagrange durch Anwendungen erläuterten, wie z. B. der 
bertihmte Legmdre (Mömoires de l'Acad. de Paris. Ann^e 1787. 
p. 337), die oben erwähnte Schwierigkeit gar nicht bemerkt*) 
oder sie vielleicht deshalb mit Stillschweigen übergangen, weil 
sie als ein nicht so wesentlicher Mangel jener Methode er- 
scheinen durfte, zumal man bei der Anwendung der Methode 
nicht nöthig hatte, das allgemeine Integral der Hilfsgleichung 
für p zu finden (was eine willkürliche Function von zwei 
Grössen hineingebracht hätte), sondern schon mit einem parti- 
culären Werth von p die volktändige Integration der vorge- 
legten Gleichung erreichen konjite. 

Wähi-end in der angegebenen Weise die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen [78] erster Ordnung in drei 
Veränderlichen als erledigt und in jeder Beziehung abge- 
schlossen zu betrachten ist, verhält sich die Sache ganz an- 
ders, wenn es sich um vier oder mehr Veränderliche handelt. 
Euler j der die Gleichungen in drei Veränderlichen oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, die Ermittelung der Functionen von 
zwei Veränderlichen in grossem Umfange behandelt hatte, 
löste für den Fall von vier Veränderlichen nur wenige Bei- 
spiele (1. c. p. 423 — 4:41), . in denen, wie er selbst bemerkt, 
nur die ersten Elemente dieser Wissenschaft enthalten sind, 
und wollte den Fall von fünf Veränderlichen wegen Mangels 
an Stoff (dies sind die Worte des grossen Mannes p. 457) 
nicht einmal berühren. Dann haben Lagrange selbst (M6m. de 
Berl. 1774, 1779) und andere Analysten, wie z. B. Monge (M^m. 
de Paris 1784, p. 556) und Legendre (1. c.) allerdings sehr 
beschränkte Fälle dieser Art betrachtet. Dieselben lassen 
sich leicht auf Gleichungen in drei Veränderlichen oder auf 
lineare Gleichungen reduciren. Die Integration von Gleichun- 
gen dieser letzteren einfachsten Form hatte Lagrange für be- 
liebig viele Veränderliche gelehrt (Möm. 1. c). 

Wenn wir nun den Versuch machen wollten, die oben be- 
zeichnete schöne Lagrange'schß Methode zur allgemeinen und 
vollständigen Integration partieller Differentialgleichungen in 
drei Veränderlichen auf mehr Veränderliche auszudehnen, so 
gelangen wir bald zu unüberwindlichen Schwierigkeiten. Da- 
her ist es vielleicht gekommen, dass die Analysten bis jetzt 
(soviel ich wenigstens weiss) diese Anwendung noch nicht ver- 



♦) Darüber äussert sich Lcvgra/nge selbst (liC^ons p, 386), 
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sucht haben. Ich für meine Person habe es in Anbetracht 
dieser Schwieligkeiten für besser gehalten, die ganze Beti-ach- 
tungs weise der partiellen Differentialgleichungen , ans welcher 
die Ldgrange^^^YiQ Methode ihren Ursprung nimmt, zu verlassen 
und ein anderes Princip zu Hilfe zu nehmen. Obwohl das- 
selbe an sich ganz einfach ist, so sind jene Gleichungen bis- 
her doch noch nicht von diesem Princip aus betrachtet wor- 
den. In der That wäre es auch, wenn nicht andere Hilfsmittel 
hinzukommen, wenig fruchtbar. Die partiellen Differential- 
gleichungen lassen sich als verstümmelte Differentialgleichungen 
gewöhnlicher Art betrachten, und zwar mit mehr Veränder- 
lichen als den in erster Linie vorhandenen. Man hat nämlich 
die Ableitungen (^, g-, u. s. w.) selbst als Veränderliche zu 
betrachten, deren Differentiale [dp^ dq, . . .) deshalb fehlen, 
weil man sie sich mit dem Factor Null behaftet denkt. So 
ist die Gleichung dz = pdx -{- qdy = pdx + qdy -\- , dp 
eine Gleichung zwischen den vier Veränderlichen cc, y, x, p] 
denn q ist eine Grösse, die nach der Voraussetzung von den 
übrigen vier Grössen in gegebener Weise abhängt. Ebenso 
kann man allgemein eine partielle Differentialgleichung in m 
Veränderlichen betrachten als eine gewöhnliche Differential- 
gleichung in 2 m — 2 Veränderlichen, wenn man zu den m 
Hauptveränderlichen {x, x, y, , , .) noch m — 2 accessorische 
Veränderliche (p, q, - - -) hinzunimmt. [79] Es treten nämlich 
m — 1 Ableitungen auf, von denen jedoch eine, die durch die 
übrigen Grössen gegeben ist, nicht mitzählt. Nun hat Monge 
(1. c.) schon längst gegen die früher allgemein angenommene 
Meinung gelehrt, dass Differentialgleichungen, die den soge- 
nannten Integrabilitätskriterien nicht genügen, keineswegs für 
sinnlos zu halten sind, dass dieselben vielmehr thatsächlich 
eine Integration zulassen, allerdings nicht diirch eine einzige 
endliche Gleichung, wohl aber durch ein System von mehreren 
Gleichungen*). Soll diese ausgezeichnete Bemerkung bei un- 
serem Problem angewandt werden, so ist zu erwägen, dass die 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung wesentlich einen 



♦) Unzutreffend ist es, wenn Miler über Differentialgleichungen 
in drei Variablen die dem Integrabilitätskriterium nicht entsprechen 
öagt, »sie seien absurd, bedeuten überhaupt nichts und an ihre 
Integration könne man nicht einmal denken« (1. c. p. 7, 8). Scharf- 
sinnig bemerkt Monge (M6m. de Paris 1784, p. 635): »Das Absurde 
war, dass ihre Integrale durch eine einzige Gleichung ausdrückbar 
@ein sollten,« 
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Ausdruck einer der Hauptveränderlichen durch die übrigen 
fordert. Daher sind die in die Rechnung hineingekommenen 
accessorischen Veränderlichen {^, 5', u. s. w.) wieder zu eli- 
miniren. Da nun ihre Anzahl m — 2 ist,, so muss die Zahl 
der Gleichungen , die zusammen die Integration . ausmachen, 
nicht grösser sein als m — 1. Verhält es sich so, dann bleibt, 
wenn man aus diesen m — 1 Gleichungen die accessorischen 
Veränderlichen eliminirt, eine Endgleichung zwischen den Haupt- 
veränderlichen selbst. Aber gerade hierin liegt die ganze 
Schwierigkeit. Es ist evident, dass eine Differentialgleichung 
in drei Veränderlichen immer durch ein System von zwei end- 
lichen Gleichungen integrirbar ist. Ebenso ist es nun leicht 
einzusehen und von Monge entwickelt worden (l. c. p. 533, 534), 
dass eine Differentialgleichung in n Veränderlichen in der Regel, 
abgesehen von einigen besonderen Ausnahmen, durch ein System 
von n — 1 Gleichungen integrirt werden kann. Wir würden da- 
her in unserem Falle an Stelle der gewünschten m — 1 Glei- 
chungen 2 m — 3 Integralgleichungen erhalten, also zu viele, und 
könnten mit ihnen auf keine Weise unser vorgelegtes Ziel er- 
reichen. 80 wäre also unsere Art und Weise, die partiellen Diffe- 
rentialgleichungen zu betrachten, gänzlich unfruchtbar und lieferte 
anscheinend nichts weiter als eine Zurückftthrung eines leichteren 
Problems auf ein complicirteres. Wenn es auch richtig ist, die 
partiellen Differentialgleichungen als gewöhnliche Differentialglei- 
chungen zu betrachten, so bilden doch auf der anderen Seite 
diese letzteren in der That ein viel weiteres Gebiet, und jene 
sind dagegen nur eine einfachste Form von diesen. Es würde 
also die Meinung eine gewisse Wahrheit zu enthalten scheinen, 
dass die einfachste Form, die gleichsam ein specieller Aus- 
nahmefall ist, durch ein System von weniger Gleichungen inte- 
grirt werden könne [80] als der allgemeine Fall*). Die Sache 
verhält sich aber anders, wie mir eine genauere Betrachtung 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen in beliebig vielen Ver- 
änderlichen gezeigt hat, und ich bin dabei zu dem neuen und 
für mich wenigstens unerwarteten Satze gelangt, dass jede ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in 2w und 2n — 1 
Veränderlichen immer durch ein System von n (oder weniger) 
Gleichungen integrirt werden kann. Dieser a%emeine Satz 

*) Dass es Ausnahmefölle giebt, bemerkt Monge selbst 1. c. p. 534. 
»Die Anzahl der Integralgleichungen ist nicht immer wie in dem 
vorigen Falle gleich der um eine Einheit verminderten Zahl der 
Veränderlichen, € 
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scheint die Natur jener Gleichungen, welche auch nach der 
rühmend erwähnten Bemerkung von Monge nicht genügend er- 
kannt war, mehr aufzuklären, und aus ihm ergiebt sich auch als 
specielles CoroUar die vollständige Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen in beliebig vielen Veränderlichen. 

Was wir bisher nur im Allgemeinen angedeutet haben, 
wird grössere Klarheit gewinnen, wenn wir es zunächst auf 
den einfachsten Fall, d. h. auf partielle Differentialgleichungen 
in drei Veränderlichen anwenden. Denn obgleich dieses Problem 
schon von Lagrange gelöst worden ist, so ist doch die eigene 
Darstellung des Erfinders (Le9ons 1. c.) nicht ganz frei von 
Bedenken, und eine neue Herleitung und Erläuterung dieser 
hervorragenden Lösung scheint nicht ganz überflüssig zu sein. 
Diese Herleitung sieht ab von dem sogenannten Integrabilitäts- 
kriterium und setzt auch die Integration der linearen Glei- 
chungen nicht als bekannt voraus. Nur durch eine einfache 
Transformation der vorgelegten allgemeinen Gleichung wird 
sie in Kürze erledigt Ferner wird bei ihr das eigenthüm- 
liche, durch Lagrange\ Scharfsinn entdeckte Phänomen, wel- 
ches er selbst nur zur Aufklärung der seiner Lösung anhaf- 
tenden Schwierigkeit in Anspruch nahm und welches als 
accessorisch und gleichsam zufällig erscheinen konnte, nun- 
mehr direct und an erster Stelle erforscht, aus den Quellen 
der Rechnung selbst geschöpft und zur Grundlage der ganzen 
Lösung der partiellen Differentialgleichungen in drei Veränder- 
lichen gemacht. 

§2. 

Bevor wir aber an die Sache selbst herantreten, ist zu 
erinnern, dass bei dieser ganzen Untersuchung die Integration 
der Differentialgleichungen in zwei Veränderlichen als bekannt 
vorausgesetzt wird. Bekanntlich ist dieselbe wenigstens nähe- 
rungsweise mit Hilfe der Reihen möglich. Diese Integration 
wird von allen Analysten, welche die partiellen Differential- 
gleichungen behandelt haben, als Postulat betrachtet*). [81] 
Hierher gehört aber nicht blos der allgemein bekannte Fall, 
wo eine Differentialgleichung in zwei Veränderlichen gegeben 



*) Etder, Calc. Integr. Vol. III, p. 34. >So oft es bei diesem 
Geschäft gelingt, die Auflösung auf eine Differentialgleichung in 
zwei Veränderlichen zurückzuführen, hat man das Problem für ge- 
löst zu halten.« cf. p. 67. Dasselbe bemerkt Lagrange. M^m. de 
Berlin 1779, p. 163, 
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ist, sondern auch der complicirtere Fall, wo zwei, drei n. s. w.^ 
oder allgemein n Gleichungen zusammen zu integriren sind, 
und zwar in drei, vier . . . oder w + 1 Veränderlichen. Be- 
kannt ist, was cfÄlembert und andere Analysten über solche 
Integrationen gelehi*t haben. Es mag genügen hier kurz etwas 
zu zeigen, was andere Autoren nicht in hinreichender Allge- 
meinheit erläutert haben und wovon wir im Folgenden häufig 
Gebrauch machen, dass nämlich derartige Integrationen immer 
auf die Integration einer Gleichung in zwei Veränderlichen 
zurückgeführt werden können. 

Es seien yorglegt n Differentialgleichungen erster Ordnung 
in w+ 1 Veränderlichen «, a:^ , a;,, . . ., %, und zwar unter 
folgender Form, auf welche man sie immer zurückführen kann: 

1) dx^ = X^dz 

2) dx^ = X^dz 

3) dx^ = X^dx 



n) dXn = Xndz^ 

wo die Grössen X^ , X, , . . . , J![^ in einer irgendwie ge- 
gebenen Weise von den Veränderlichen z, x^^ . . . , a;„ selbst 
abhängen. Diese Gleichungen haben dann Relationen zwischen 
jenen n + 1 Veränderlichen zur Folge, auf Grund deren man, 
wenn eine Veränderliche als die Hauptveränderliche ange- 
nommen wird, die übrigen, die von jener abhängen, als Func- 
tionen derselben betrachten darf. Differentiirt man die erste 
Gleichung unter der Annahme, dass dz ein constantes Diffe- 
rential ist, so ergiebt sich d* x^^ = dX^ . dz. Das vollständige 
Differential von X^ als einer expliciten Function von mehreren 
Grössen hat aber folgende Form: dX^ =.Mdx^ + Ndx^ -]-•••. 
Setzt man hier die Werthe von dx^, dx^y dx^j . . . aus den 
gegebenen Gleichungen selbst ein, so kommt dX^ = Pdz, 
Es wird also d^x^ ^= Pdz* y wo P wieder eine gegebene Func- 
tion der Veränderlichen z, x^y . . ., % ist. Auf ähnliche 
Weise ergiebt sich, wenn man diese Gleichung noch einmal 
differentiirt, d^x^ == Qdz^, Setzt man diese Differentiationen 
fort, [82] so findet man als w-tes Differential d^x^ = Sdz^. 
Wenn man sich nunmehr denkt, dass aus den folgenden n Glei- 
chungen 

1) dx^ = X^ dz 

2) d'x, = Pdz* 
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3) d^x^ = Qd 



^3 



n) d''x^ = Sdz"^ 

die n — 1 Veränderlichen a;, , a;, , . . . , % eliminirt werden, 
so gelangt man zu einer Differentialgleichang n-ter Ordnung, 
welche nur die beiden Veränderlichen x^ und z enthält. Ihre 
Yollständige Integration liefert x^ als eine bekannte Function 
der Veränderlichen Xy in welche ausserdem n willkürliche 
Constanten a, 2), c, . . . eingehen. Dass man dann die übrigen 
Veränderlichen o;, , o;, , . . . , 0;,^ als ebenfalls bekannte Func- 
tionen der Veränderlichen z und derselben Constanten a,b,c, ,, , 
betrachten kann, ist aus der oben genannten Elimination, die 
die Werthe jener Veränderlichen liefert, klar. 

Es giebt übrigens Fälle, in welchen die Integration mehrerer 
Differentialgleichungen, die zusammen bestehen, leichter als in 
der allgemeinen hier kurz angedeuteten Weise ausgeführt wer- 
den kann. 

§ 3. 

Problem I. 

Eine partielle Differentialgleichung in drei Veränderlichen 
YoUständig zu integriren. 

LSsniig. 

Da in der Gleichung dz ^= pdx ■+■ qdy durch die gegebene 
Relation zwischen q, Pj x^ t/, z nichts weiter bewirkt wird 
als die Bestimmung von q durch ^, x^ y, z^ so bleibt die 
Grösse p unbestimmt, und man darf daher jene Gleichung als 
eine Differentialgleichung in den vier Veränderlichen z, Xy y 
und p betrachten. Es ist nun erlaubt, an Stelle der Grössen 
Zf Xy p drei andere Grössen a, b, c einzuführen, und zwar 
so, dass man für z, x, p nach Belieben Functionen von 
t/, a, by c annimmt. Denn wie auch immer die Grössen z^ 
X und p (deren Belation vorläufig unbekannt ist) sich verhalten 
mögen und in welcher Weise man auch [83] die genannten 
Functionen wählen mag, immer kann man sich drei Werthe 
der a, by c denken, welche den angenommenen drei Glei- 
chungen, die die Werthe von z, x, p durch «/, a, 6, c aus- 
drücken, genügen. Auf diese Weise wird die vorgelegte Glei- 
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drang dz = pdx -}- qdy allgemein in eine andere Gleichung 
in den vier Veränderlichen y^ a, b, c transformirt werden. 
Nunmehr sind jene einzuführenden Functionen derart zu defi- 
niren, dass sowohl y als auch dy aus der Rechnung heraus- 
fällt. Alsdann wird sich nämlich eine Gleichung in den drei 
Veränderlichen a, b, c ergehen, die man ohne weiteres durch 
ein System von zwei Gleichungen integriren und so (wie in 
der Einleitung, in § 1, bemerkt worden ist) den beabsichtigten 
Zweck erreichen kann. 

DsL X, X und p als Functionen von yy a, ö, c gedacht 
werden, so lassen sich ihre Differentiale in folgender Weise 
ausdrücken : 

dx = Xdy + x^a + yjdb + /'(^c , 

dz = Zdy + ^da + ^'db + Cdc , 

dp = Pdy + Ttda + Tv^db + ^"dc , 

wobei es gleich ist, ob X, Xj x\ % \ ^y - - - 1 ^"\ ^> • • > ^" 
als explicite abhängig von y^ a, ft, c oder als implicite ab- 
hängig von y, Xj Zj p betrachtet werden. Da femer eine 
Relation zwischen qj p, x, y, z gegeben ist, so kann man 
sich die Grösse q durch j?, x, y, z ausgedrückt denken, und 
ihr Differential wird dann die Form dq =^ q' dx -\- q'dy 
■+■ q^'dz-^ q""dp erhalten, wo ^', q\ q"\ q"' als gegebene 
Functionen von a;, «/, Zj p anzusehen sind. 

Dies vorausgeschickt nimmt die vorgelegte Gleichung 

dz = pdx 4- qdy 

die folgende Form an: 

= {Z^pX-q)dy + {C-px)da + {Z'^px')db 

+ (i" — PX")(iG, 

Soll aus dieser Gleichung dy verschwinden, so hat man zu 
setzen ^ 

1) Z=pX + q, *. 

und es bleibt dann die Gleichung 

= da + % — ^ db + v~^^ de 

übrig. Soll ferner diese Gleichung frei von der Grösse y 
weraen, so müssen aie uoetncienten rz — ^-^ , ^ — =^-^ , welche 
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im allgemeinen von ^, a^ b, e abhängen^ hinsichtlich der Ver- 
änderlichen y constant sein, d. h. so beschaffen, dass ihre Ab- 
leitungen nach y [84] verschwinden. Wenn aber - |--j = 
gesetzt wird, so erhält man öj^ViV/ 

N—^M^-—0 d l^^M^l^hN 

by by M by N by 

Es muss daher sein 

l-v% ~ ^'-px' ~ ^"-px" 

Nun ist aber 

^y ^ Ö7/ ^by ^by 

Ferner wird, da x und z Functionen von y^ a, ft, c sind, nach 
einem bekannten Satze über die Ableitungen von Functionen 

mehrerer Veränderlicher, -^ = -— ' -^ = - sein, mithin 

by ba by ba 

= ^ + -^ S^ ' ^«S«° Z-pX=q. 
ba ba 

Daraus ergiebt sich 

^(?-i^x) = ^ + ^^-%^- 
Nun ist aber 



*£ — V ^^ _L n" ^y -L. V" ^^ -j_ -"" ^P 



ba ^ da ' ^ da ' ^ da ' ba 



oder wegen 



öa""^' da"" ' da~-' da "" ' 
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hp * 

Da ausserdem -^ = P ist, so ergiebt sich 

hy 

oder 

i^^^~^^^ q"'t+{q'-P)x + {q""+X)7t 

Ebenso ergeben sich die Quotienten 

und man hat einfach in dem gefundenen Ausdrucke K, Xy ^ 
°^^* S) x'i ^'> ^'\ Xi ^" zu vertauschen. Es ist nunmehr 
evident, dass die oben genannte Bedingung erfüllt ist, d. h. 
dass die drei Quotienten gleich werden, wenn man setzt 

2) (i"'+ X=0 

3) 9'-P = -i,r. 

Dann gehen nämlich jene drei Quotienten in q'" über. 
Hieraus ergiebt sich 

x = -r, P=q'+pq"', 

und aus der Gleichung (1) findet man 

Z=pX+q=q-^pq'"\ 

[85] Nimmt man also diese Werthe für X, Zj P an, so 
wird die transformirte Gleichung nur die drei Veränderlichen 
a^ bf e mit ihren Differentialen enthalten. Hiermit sind X, Z, P 
durch aj, ;?;, p^ y gegeben, da q, q', q"\ q"" gegebene Func- 
tionen dieser Grössen sind. Werden daher in den oben für 
dXj dx, dp angenommenen Formeln die Grössen a, 6, & als 
Constanten behandelt, so können aus den drei Differential- 
gleichungen 

dx = Xdy = — <l"'dy, 

dz = Zdy = (q-pq"]dV, 
dp^Pdy = (q' +pq"')dy 
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durch Integration die Ausdi'ücke von x, x^ p dnreh y ge- 
wonnen werden (§ 2). Da diese Ausdrücke nach dem oben 
(§ 2) bewiesenen drei willkürliche Constanten er , /S?, y enthalten, 
so kann man die Grössen Xj x, p auch als Functionen von 
cf, /S?, y ausser von y betrachten. Dann werden die voll- 
ständigen Differentiale dXy dz, dp, wenn man auch a, ß, y 
als Veränderliche behandelt, von selbst die angenommenen 
Formen erhalten, wo man jetzt für a, ß, y offenbar a, b, c 
setzen daif. So sind also durch Integration jener drei Diffe- 
rentialgleichungen in der That für x, x, p solche Functionen 
von y, a, b, c gefunden, durch deren Einführung die vorge- 
legte Gleichung dx = pdx -\- qdy in eine Gleichung trans- 
formirt wird, die nur ^e drei Veränderlichen a, b, c enthält 
und die Form da + Bdb = Cde hat, wo nun B, G als be- 
kannte Functionen von a, b, c anzusehen sind. 

Es bleibt jetzt noch zu zeigen übrig, wie man diese 
Gleichung duirch ein System von zwei Gleichungen integriren 
kann^j. Man betrachte c als eime Constante und integrire die 
Gleichung da -^ Bdb = oder man bestimme (was, die Inte- 
gration zugegeben, immer möglich ist, me man leicht zeigen 
kann) einen Multiplicator M, der den Ausdruck c^a + Bdb 
gleich dem Differential einer Function der beiden Veränderlichen 
a, b macht. Diese Function sei nun N, Dann wird 

1) N^g,(e) 

sein, wobei q)(c) eine willkürliche Function der Grösse c be- 
deutet. Diese Function spielt, wenn e constsmt ist, auch die 
Rolle einer Constanten. Da nun aber sowohl der Multipli- 
cator M als auch das Integral jV ausser a, b auch die Grösse g, 
die wir als eine Constante betrachtet haben^ enthalten, so wird 
das vollständige Differential von N, wenn wir e auch als eine 

Veränderliche behandeln, dN = Mda + MBdb + -^— de lau- 

ten. Hier wird, da N eine bekannte Function von a^b, g ist, 

auch ^~~ = N^ eine solche Function sein. [861 Differentiirt 

man daher die Gleichung iV= ^(c), so ergiebt sich 

Mda + MBdb + N'dc = de • 9)'(c). 

Es ist aber Mda + MBdb = MG de. Also wird 

2) MG + N' = cp'{G). 
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Dies« Gleichung liefert nun, combinirt mit der früheren 1), 
das vollständige Integral der Gleichung in drei Veränderlichen 
da + Bdb = Gdc, 

Dies lässt sich leicht auf die Integration unserer partieiiea 
Differentialgleichung übertragen. Da nämlich x, x^ p als 
Functionen von y^ a, b, c durch die drei Hilfadifferentialglei- 
chungen gegeben sind, so können umgekehrt a, b, c als ge- 
gebene Functionen von z^ ^, i>, y betrachtet werden, und so 
werden auch M und N' solche Functionen sein. Nun liefern 
die Gleichungen 1) und 2) zwei Relationen zwischen den vier 
Grössen Zj x^ p, y. Denkt man sich daraus die Grösse p 
eliminirt, so kommt die gesuchte Relation zwischen z, x, y 
heraus. Diese Integration ist für vollständig zu halten, da 
sie die mit (p bezeichnete willkürliche Function enthält. 

Wk wollen hier und im Folgenden mit F^ F^f F^, F^^ , , , ^ 

ferner mit ^ /*,, /",, /3, . . . bekannte Functionen von einer 

oder von mehreren Veränderlichen bezeichnen, mit xp (oder <p) 

dfix) 
dagegen eine willkürlicbe Function. Ferner wollen wir 

dX 

durch f [x) ausdrücken und bei Functionen mit mehreren Ver- 
änderUchen ' ^^^^' ^' ^' ' ' '^ durch fj, ^^^'^' ^,' ^' ' ' "^ durch 

fy^ l — ' ' ' durch fg u. s. w.^) Diese bequeme Be- 

zeichnung hat Lagrcmge in seinen Vorlesungen angewandt 
(p. 53). 

Dies vorausgeschickt, wird sich die gefundene Integi'ation 
immer in folgender Form darstellen lassen: 

1.) F[%, 2/, a;, p) — i/^[/"(^, y, x,p)]j 
2) F, [x, 2/, X, p) = tp' [f[x, y, X, p)] . 

Es ist hier kaum nöthig, daran zu erinnern, dass unter dem 
Zeichen xp die mit f bezeichnete Function die Rolle einer 
einzigen Grösse spielt und dass in diesem Sinne ip' zu ver- 
stehen ist. 

§ 4. 

Die allgemeine Gleichung in vier Veränderlichen ist fol- 
gende : 

dx = Pdx -1- Qdy 4- Rdp^ 
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wo P, 0, i? irgend welche gegebene Functionen der Ver- 
änderlichen z^ Xj yj p bedeuten. Von dieser Form stellt die 
im vorigen Paragraphen betrachtete Gleichung nur einen spe- 
ciellen Fall dar, der in doppeltem Sinne beschränkt ist, einmal 
dadurch, dass R = ist, femer dadurch, dass die Function P, 
die im allgemeinen irgendwie in den vier Veränderlichen ge- 
geben ist, gleich der einen Veränderlichen p angenommen 
wird. [87] Nichtsdestoweniger kann aber auch jene allge- 
meine Form auf drei Veränderliche reducirt werden und ist 
dann durch ein ähnliches System von zwei Gleichungen inte- 
grirbar. Das wird bei dem folgenden Problem gezeigt werden. 

Problem IL 

Eine beliebige Differentialgleichung, erster Ordnung in vier 
Veränderlichen ^, Xj y^ p 

dz = Pdx 4- Qdy + Rdp, 

wo P, 0, i? beliebige gegebene Functionen jener Veränder- 
lichen bedeuten, in eine Gleichung in drei Veränderlichen zu 
transformiren und diese durch ein System von zwei Gleichun- 
gen zu integriren. 

LSsnng. 

In Analogie mit der vorigen Lösung kann man für x^y^p 
Functionen der Veränderlichen z und dreier anderer Grössen 
üj by c einsetzen. Dadurch wird die Gleichung in eine an- 
dere in Zj a, b, c tiansformirt. Nunmehr sind jene Func- 
tionen nach dem Gesetze zu definiren, dass aus dieser trans- 
formirten Gleichung z und dz herausfallen sollen. 

Die Differentiale der Grössen x, y^ p als Functionen von 
Zj a, &, c seien in folgender Weise ausgedrückt: 

dx = Xdz + xda + %' db -^- %J de , 
dy = Ydz -^- 7ida-\- r^ db -{- ri^ de , 
dp = Ildz -{- ixda -|- 7i^ db -f- it^ de . 

Da ferner P^ Q, R gegebene Functionen von ^, a;, ^, |? sind, 
so werden ihre Differentiale die folgende Form haben: 

dP = P'dx + P"dy + P"'dp + P""dz , 
dQ = Q'dx+ Q' dy -f- Q'" dp + Q'"dz , 
dR = R'dx+ Ü'dy -j- H'' dp + K" d% , 
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wo P', . • - P'"'\ Q'j --y Q""\ ^, . . . , Ji'" wieder gegebene 
Fnnctionen der oben genannten Grössen sind. Jetzt geht die 
vorgelegte Gleichung in folgende über: 

= {PX+Or+i?iT— l]dz + [Px+Qri + R7t)da 

+ (PX + Qri+ ^^') ^^ + {PX+ Qri"+ Brt") do . 

Setzt man nun den Coefficienten von d% gleich Null, so kommt 

1) l=PX+Or+PiT. 
Es bleibt also die Gleichung übrig 

= aa + Tß — 7—pz — — ^ — ab + -^ — --r — . ^ de . 

Damit hier die Coefficienten von dh und de frei von % wer- 
den, sind ihre Ableitungen [88] nach x^ wobei a, ft, c als 
constant zu betrachten sind, gleich Null zu setzen. Es muss 
daher wie im vorigen Paragraphen 

^[Px + Qri + Bn) A (P;j'_,_ Qr^'j^R ,,') 

^JPf+Qri'+Rrt") 



P'/'+Q'i'+Rrt" 
sein. Nun ist aber 



[Px +Qi + R^) = 









'bz 



ÖP . öO . ÖP 



+^ö^+^d^ + ^ö 






Andererseits folgt aus einem bekannten Gesetz für die Diffe- 
rentiation der Functionen 

\X_'bX Ö5_dJ d7r__biT 

hz öa ^ hz ba ' ö;i^ ba ' 
mithin ist 

ö;:; 0^ bz oa da oa 

= i. (PX + or + ÄJT) - X 1^ - r 1^ - /i ^ 

da ' da öa da 

= --X^- r|^-/T^, wegen PX+Or+PiT=l. 

oa da da 

ÜHtwald^s Klassiker. 12U. 9 
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Es wird demnach 

„ÖP ^,Ö0 _di? , ÖP , ÖO , hR 

ha öa ha ^ ^" hz ^ hx, ^ hz 

Ferner ist 

oa oa oa oa ha ' ' 

ebenso 

oa V a 

Ausserdem ist 

JZ= />: J_^ _|_ p" ^1 +P"' ^ +P""=P'X+P" r+ F"il+P 

und 

^^_j = Q'X+Q"Y+ Q"'n+Qf"', 



int 






y^ = Ä'.Y+ p"r+ R"'n+B!"'. 






Setzt man diese Ausdrücke ein, so ergiebt sich 

h 






[Tf. + Q^-\-'R'A 



d 

= [P' X -^- P" Y -^- P"'n+P""— XP'—YQ'— RR')-/, 
+ [Q'X+Q"Y+Q"'n + 0""— XP"— rO"— JTÄ")i? 

+ [RX+ p"r+ iJ"'JT + p""-xp"'-ro"'- Jii?"V 

und 



d 



(i'Z + 0'? + -R'r) 



[(P"-ö')r+(P"'-i?')7i+p""]z+[(0'-J^")^+(0"'--R")'r 

+ Q""] >? + \{R:-P-"]X+ jir-Q") Y+ -R""] /r 

Px+Ofl + ii^i^ 
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[89] Hieraas ergeben sich die beiden übrigen Quotienten 

^ {Px'+ Qri'+ R^'] ^ (Px"+ Qv"+ ^O 



wenn man Xi Ij ^ ™* x't v'y ^5 X\ i?"> ^" vertauscht. 
Diese drei Quotienten werden einander gleich, weil von Xy Vt ^ 
unabhängig, wenn man setzt 

2) Q [{P"— Q') Y + (F" —B')n+ P""\ 

= P[{(y- p")x+ (0"'- Ä") n + Q-'"] 
3) R[(P"- Q') r+ [P"'— R')n+ p""] 

= P[{R'- P"')X + (R"- 0"') r+ R""] . 

Es werden also die drei unbekannten Grössen X, Y, Fl 
durch die folgenden drei Gleichnngen definirt: 

1) l=PX-\-'QY+Rn, 

2) PQ""— QP"'+ P{Q'— P") X - Q{P"— 0') Y 

+ {PQ"'— PR"— QF"+ QR') JI = , 

3) PR""- ÄP""+ P{R'- P") X 

+ [PR"- PQ"— RP"+ RQ']Y—R(F"—R')n=0. 

Entnimmt man aus 1) PX := 1 — QY — jBJI und setzt dies 
in 2), 3) ein, so ergiebt sich 

I PQ""- 0P""+ (/— P" 
^' \ +{PQ"'+QR'+RP'-QP"-RQ'-PR")n = 0, 

I PR""- ÄP""+ R'- P"' 

^' I + {PR"+RQ'+ QP"'—RP"—Qß—PQ")Y=0. 

Hieraus folgt endlich 

QP""- P0""+ P"- Cf 



JI = 



PQ"— QP"+ QR'— RQ+ RP"—PR" ' 
PR""— RP""+ R'- P 



t"f 



PQ'"^ QF"'+ QR'-- RQ'+RP"— PR" 

Setzt man diese Werthe ein, so wird nach Ausführung der 
Rechnung 

1-Or— i?JI RQ""— QR'"+ 0'"— R" 



X= 



PQ"'-'QP"'-^ QR'-RQ'+RP"'-PR" 

2* 
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In dieser Weise drücken sich also X^ Y, Fl durch ge- 
gebene Functionen von x, i/, z^ jp aus. 

Werden jetzt wie bei dem vorigen Problem (§ 3) [90] in 
den für dx^ dy, dp angenommenen Formeln die Grössen 
a, b, c als Constanten betrachtet, so kann man durch Inte- 
gration aus den Gleichungen 

dx = Xdz, 
dy = Ydz, 
dp = IJdz 

Xj y, p ausgedrückt durch z und drei willkürliche Constanten 
a^ bj c erhalten (§2). Die vollständigen Differentiale dieser 
Ausdrücke, wobei auch a, b, c variiren, gehen dann von selbst 
in die für dXj dy, dp angenommenen Formen über. Auf 
diese Weise sind also die drei Functionen von «, a, b, c ge- 
funden, durch deren Einführung an Stelle von x, y, p die vor- 
gelegte Differentialgleichung in eine neue Gleichung mit nur 
drei Veränderlichen a, b, c transformirt wird. Wie aber diese 
Gleichung durch ein System von zwei Gleichungen integrirt 
werden kann, das ist bei der vorigen Lösung (§ 3) hinreichend 
erklärt worden. 

Da übrigens wieder, wie XjZ,p als Functionen von z, a^b, c 
gegeben sind, auch umgekehrt a , ft , c als gegebene Functionen 
von X, 2/, ^, p betrachtet werden können, so ist ohne weiteres 
klar, dass die Integiation der vorgelegten Gleichung 

dz = Pdx -{- Qdy + Rdp 

durch zwei Gleichungen von folgender Form ausgedrückt wird: 

1) F{^, Vi Py «) = Wi^y 2/> Pj *)] 

2) F,(x, y, p, z] = ip'[f{x, y, p, z)] , 

wo die Functionszeichen in der oben erklärten Bedeutung zu 
nehmen sind. 

§ 5. 

Problem III. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in 
fünf Veränderlichen durch ein System von drei Gleichungen 
zu integriren. 
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LSsuBg. 

Es sei folgende Gleichung in den fünf Veränderlichen 
w, x, 2/j ^) P vorgelegt: 

du = Pdx + Qdy -f- Rd% + iSeZ^, 

wobei Pj Q, Ry S gegebene Functionen von u, x^ y, z, p sind. 
Wir wollen annehmen, p sei constant. Dann geht die Glei- 
chung in folgende über: du = Pdx + Qdy + Rdz, Die- 
selbe lässt sich als Gleichung in vier Veränderlichen*) nach 
dem vorigen Problem (§ 4) durch ein System von zwei Glei- 
chungen integriren. Diese Integration liefert 

[91] 1) F{x, y^ %, u) = ip[f(x, y, x, u]] 

2) F,{x^ y, X, u) = ipyix, y, %, u)\ 

Da aber bei dieser Integration die Grösse p als constant vor- 
ausgesetzt wird und in den Coefficienten P, 0, R vorkommt, 
so wird diese Grösse auch in den von jenen Coefficienten 
abhängigen, mit i^, F^^ f bezeichneten Ausdrücken neben 
X, 2/j ^) ^ ^ bestimmter Weise auftreten, und es muss also 
anstatt F[x^ y^z^u) gesetzt werden F[x^ y^ z, u, p). Das- 
selbe gilt von den mit F^ und f bezeichneten Functionen, 
welche Ausdrücke sein werden, die die fünf Grössen Xyy^ZyUjp 
in gegebener Weise enthalten. Da ferner die mit xp bezeichnete 
Function eine willkürliche ist, so kann auch sie in irgend 
einer Weise die Grösse p enthalten. Wird nämlich die Func- 
tion f{Xj y, Zy Uj p) als ein analytischer Ausdruck,, der sich in 
gegebener Weise aus den Grössen x^y^z^u^p zusammensetzt, 
zur Abkürzung mit' dem eineu Buchstaben f bezeichnet, so 
kann man sich die willkürliche Function xp[f) in folgender 
Form denken: \p(f) = Süf^ + 85/"/^ + K/'^ + . . . , wo die 
Coefficienten 31, 83, ®, . . . irgend welche Constanten sind und 
deshalb, abgesehen von absoluten Zahlen oder wirklichen Con- 
stanten, auch noch 'mit der als constant gedachten Grösse p 
in irgend einer Weise behaftet sein können. Auf solche Weise 
ist aber dieser Ausdruck für xp[f) nichts anderes als die all- 
gemeine Form einer Function der zwei Grössen f und j9, und 
es muss daher an Stelle von \fj[f) gesetzt werden t//(/', p), 

*) Diese Gleichung ist nicht bloss viergliedrig, sondern auch 
als eine Gleichung in vier Veränderlichen zu betrachten. Uebrigens 
sind bei UDserer ganzen Untersuchung Gleichungen mit n Gliedern 
und solche mit n Veränderlichen zu unterscheiden. 
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Mithin gehen die beiden oben erwähnten Gleichungen in dem 
von uns angenommenen Falle in die folgenden über: 

1) F(x, y, %, u, p) = ip[f(x, f/, «, w, p), p], 

2) F^{x, 2/, «, w, p) = ip/, 

wo das Zeichen ip' nach der oben in § 3 angegebenen Lagrange- 
sehen Bezeichnnngsweise zu verstehen ist. 

Diese beiden Gleichungen sind zwar zur vollständigen In- 
tegration der vorgelegten Differentialgleichung nothwendig, da 
dieselbe ohne jede Beschränkung, mithin auch fttr ein con- 
stantes p^ gilt. Aber sie sind für sich allein nicht hinreichend, 
da die Differentialgleichung nicht blos für constantes p be- 
stehen muss. Um die dritte Gleichung zu finden, welche mit 
jenen vereinigt das vollständige Integi-al liefert, hat man die 
erste Gleichung zu differentiiren, und zwar so, dass auch p 
als eine Veränderliche behandelt wird. Dann wird nach der 
soeben erwähnten Bezeichnungsweise 

F^'- dx ■+ Fy'- dy + FJ- dz -f- FJ- du + F^'dp 

= tp/'df+ipp''dp, 

wenn wir den Buchstaben f der Kürze wegen in der oben 
angegebenen Weise anwenden. Daraus ergiebt sich wegen 

df=f^^dx + fy''dy + f^''dz + f^^du + fj;>dp 

[92] und unter Einsetzung von ifj/ =^ Fj^{x, y, z, u, p) aus 
der Gleichung 2) 

F^'-dx + Fy'^dy -f F^'dz + F^^ du + F^l dp — 
F,(x,y,z,u,p)>{f^''dx+fy''dy + f;-dz + fJ'du + fp''dp) 

+ ipp'dp 



oder 
wo 



du = "^dx + £i>dy + IRdz + Sdp , 

m ^ F.X — F, (x, y , z, u, p) » /:/ 

^ fuF,(x, 2/, z, u,p)-^Fj' 

.Q^ ^f/'— -^if^) Vy ^, ^) P}'fy 
^^F;-F,{x,y,z,u,p,)'f; 



fu 'K(^7yj^^'^^P)~Fu 



'ri I ? 
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@ ^ i^V — F, [x, y, %, u, p) fp' — vy 

Dass die mit den Buchstaben F\ f bezeichneten Functionen 
wieder für bekannte Functionen von x^ y, z^ w, j? zu halten 
sind, ist offenbar. Nun muss auf Grund der mit Hilfe des 
vorigen Problems gefundenen Integration, wenn man p con- 
stant oder dp = setzt, du =^ ^dx -{- £idy -{- ^dz mit der 
vorgelegten Gleichung du = Pdx -\- Qdy + Rdz tiberein- 
stimmen. Mithin müssen die Gleichungen ^ = P, 0=0, 
^ = R identisch bestehen und für jeden Werth der willkür- 
lichen Constanten p gelten, wobei es jetzt gleichgiltig ist, ob 
diese unbestimmte Grösse als Variable oder als Constante be- 
trachtet wird. Damit also die Gleichung du = ^dx'\-£Ldy 
-i-^dz -{- ^dp mit der vorgelegten Gleichung du = Pdx 
-f- Qdy + Rdz -j- Sdp in jeder Beziehung zusammenstimme, 
ist nichts weiter erforderlich, als dass noch (S = S ist, woraus 
hervorgeht 

Fp - F, {x,y,z,u,p)fp' - ipp' = S-[fJ . F, {x,y,z,u,p)-^F^'] 

oder 

%' = Fp'-F,(x,y,z,u,p)fp'^S'f^'^F,{x,y,z,u,p) + S-F^'. 

Auf diese Weise findet man also auch ipJ gleich einer ge- 
gebenen Function von X, 2/, z, w, jo, die wir mit dem Buch- 
staben F^ bezeichnen wollen. Daher ist schliesslich die voll- 
ständige Integration der vorgelegten Gleichung in dem System 
der folgenden drei Gleichungen zusammengefasst: 

[93] 1) F{x,y,z, u,p) = ip[f{x,y,z,u,p),p] 

2) F,{x,y,z,u,p) = ip/ 

3) F^{x,y,z,u,p)=ipp'. 

§ 6. " 

Problem IV. 

Eine partielle Differentialgleichung in vier Veränderlichen 
vollständig zu integriren. 

LSsuBg. 

Es sei du = pdx '\- qdy -\- rdz. Dann wird als gegeben 
vorausgesetzt eine Relation zwischen den drei Ableitungen 
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» = ;— , q = --, r = -— und den vier Veränderlichen w, 

bx by bx 

X, 2/j X) nnd daraus soll eine Relation zwischen diesen vier Ver- 
änderlichen selbst ermittelt werden. Die oben angeführte 
Gleichung kann man nun betrachten als eine Gleichung in den 
sechs Veränderlichen m, a?, y, x, py q^ durch welche auch r 
gegeben ist. Diese Differentialgleichung muss man durch ein 
System von drei endlichen Gleichungen integriren, aus denen 
sich dann durch Elimination von p^ q von selbst die gesuchte 
Gleichung zwischen u^x^ y ^ % ergiebt. Da nun aber im vorigen 
Problem (§ 5) gezeigt worden ist, wie eine gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung in fünf Veränderlichen durch ein System von 
drei Gleichungen integrirt werden kann, so ist jetzt nichts 
anderes erforderlich als die vorgelegte paiüelle Differential- 
gleichung in eine gewöhnliche Differentialgleichung in fünf Ver- 
änderlichen zu transformiren. Zu diesem Zweck wollen wir 
wie oben in § 3 und 4 annehmeu, dass für u^ x^ y^p^ q Func- 
tionen der Grösse x und von fünf anderen Grössen a, h^ c, e, ^ 
eingesetzt werden. Die Differentiale dieser Functionen werden 
folgende Form haben: 

dx = Xdx + %da + x'^^ + X de + x'"c?6 + %"dg^ 
dy = Ydx +t]da+ rj' db + ifdc + rj'"de + r]""dg, 
du = Udx -}- vda -f- v'db -{- v'dc + v'"de -}- v""dg, 
dp = Pdx 4- 7cda+ 7t' db -f- n'dc + 7i"'de + 7r""dg, 
dq = Qdx + qda+ q'db -f- q"c?c-f- (^'"de + q'" dg. 

Da man ferner mit Hilfe der gegebenen Relation r durch 
Xj 2/j ^j ^^Pi 9 ausdrücken kann, so wird das Differential von 
r folgende Form annehmen: 

dr = r'dx-\- r" dy + r'" dx -j- r^^du -f- r^eZ^ + r^^dq, 

wo r\ r'\ . . . , r^^ gegebene Functionen jener sechs Grössen 
sind. Dies vorausgeschickt geht die vorgelegte Gleichung 
du = pdx -^ qdy -{- rdx in folgende über: 

[94] = {pX+ qY+ r — U)dx + {px + qri — v) da 
+ (PX' + qv' — '^') ^^ + {PX + Qrj" — v") de 

+ ipx'" + qv" - y") de + ipx''' + qv"^ - y'"") dg. 

Soll nun aus dieser Gleichung sowohl dz als auch z heraus- 
fallen, so muss man setzen 
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1) . U = pX+qY+r; 

ferner mnss sein 



px + qrj — y pyd+vf—y' py"+qri"—v" 



^z 



^% 



Pf + qrf" - v'" Px'"" + qr}'"" - i/^^ 

Man hat also — (i?/ + ^J? — v) zu entwickeln, so dass also 



iZ 



bei der Differentiation nur z als Veränderliche behandelt wird, 
während a, ft, c, e, ^ als Constanten betrachtet werden. Es 
ist aber 

b , . . öy.ö»? bv , hp , hq 

ipx + q^-'^)=Pvz + qYz-Tz + x-^z + n 



hz'-" "^ ' ^ ' ' ^ bz ' ^bz bz ' ^"bz ' ^ bz 

by bii bv 

Der erste Bestandtheil p ~ + n^ — i ist deich 

bz bz bz 

bX bY bU ö , _, , „ __. .^bp ^bq 

p -z Vq- — = -- [pX -\-qY-- U) — A -^- — 7 -^ 

ba ^ ba ba ba ba ba 

br bp bq 

= — r^ X- r.— auf Grund der Gleichung 1). 

ba ba ba ' 



Nun ist aber 

ba ' ^ ba 



^- = ^7 ^^ = ^1 



da ba ba ba ba ba 



'« 



Mithin wird 

TZ (PX + qi - v) = {- r'+ P) x + {- r"+ Q) tj - t^^^v 

und 
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bx 



(px + qv-''^) 



PX + QV — '^ 

^ yiv -t, + (r ^ - P) ;^ + {/' - Q) >? + (r^ + X) /r + (r^ + 7) q 

Vertauscht man ;f, ?;, t;, tt, q mit ;c', ??', i/, tt', q' ; y", ??", t;", 

< q"; X'", ^'", ^'", ^^"', q"; X'\ »y^ i^^^ ^^ q^, so ergeben 
sich die vier übrigen Quotienten. Sie alle werden einander und 
dem ersten gleich, weil von t^, ;f, ly, /r, q unabhängig, sein, 
wenn gesetzt wird: 

2) r^+X=0 

3) rVi+ r=0 

4) / — P=— pr^v 

5) /' - = ^ ^riv. 

Daraus geht hervor 

1) X = — r^ 

2) r = — r^i 
[95] 3) P = / + i?r^v 

4) = r"+griv, 

woraus endlich folgt 

5) U = pX+qY+r = r'-'pr'f-^ qr^^ . 

Es können also die Grössen X, F, C/, P, Q als gegebene 
Functionen von Xy i/, «, w, j?, ^ betrachtet werden. Werden 
jetzt in den angenommenen Differentialformeln a, 6, c, e, ^ als 
Constanten behandelt, so lassen sich aus den Hilfsdifferential- 
gleichungen 

1) dx =^ — r^dz 

2) dy^— r^H% 

3) rfw = (/• — pr^ — qr^^] dz 

4) dp = (/ + J3r^^) c?;?; 

5) dq = {r"+qr^'^)dx, 

wenn man dieselben integrirt (§ 2), cc, «/, w, j?, q durch « 
und durch fünf willkürliche constante Grössen a^b^ c^ e^ g aus- 
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drücken. Die vollständigen Differentiale dieser Ausdrücke wer- 
den dann, wenn man jene Grössen als Veränderliche betrachtet, 
von selbst die angenommenen Formen erhalten. Setzt man 
daher diese Werthe für a;, «/, w, i?, ^ in die vorgelegte Gleichung 
du = pdx-i- qdy -^ rdz ein, so wird sie in eine Gleichung 
übergehen, die gar nicht mehr z, sondern nur die fünf Grössen 
a, b^ c^ 6, g und ihre Differentiale enthält. Die Integration 
dieser transformirten Gleichung ist aber auf Grund des vorigen 
Problems (§ 5) in folgenden drei Gleichungen enthalten: 

1) F{a, b, c,e,g) = ip[f(a, b, c, e,g),g] 

2) F,[a,b,c,e,g) = xp/ 

3) i\[a, b,c,e,g) = ipg\ 

Wie nun aber aj, y^ u, p, q in gegebener Weise von z, a,b, 
c, e,g abhängen, so kann man sich umgekehrt a, b, c, e, g durch 
z^ X, y^ u^p^ q ausgedrückt denken. Es sind daher die Func- 
tionen Fj F^j F^ und f als gegebene Functionen von Zj x^ y, 
Uy p, q zu betrachten. Ebenso wird auch die Grösse g eine 
solche Function sein, und wir wollen sie mit dem Functions- 
zeichen f^ bezeichnen. Dann wird also die vollständige Inte- 
gration der vorgelegten partiellen Differentialgleichung in vier 
Veränderlichen durch ein System von drei Gleichungen folgen- 
der Form dargestellt werden 

1) F{x,y, z,u,p, q) = ip[f{x,y, z,u,p,q), 

fi{x,y,z,u,py q)] 

[96] 2) F,(x,y,z,u,p,q) = ip/ 

3) F^ ''X,y,z,u,p, q)=^xpf\. 

Denkt man sich aus ihnen die Grössen p^ q eliminirt, so er- 
giebt sich die gesuchte Gleichung in x, y, z, u. Da ferner 
die Integration eine willkürliche Function von zwei Grössen 
enthält, so ist sie als vollständig zu betrachten. 

Problem V. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung in sechs Veränder- 
lichen dui'ch ein System von drei endlichen Gleichungen zu 
integriren. 
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Lttsnng. 

Da eine Differentialgleichung in fünf Veränderlichen nach 
dem dritten Problem durch ein System von drei Gleichungen 
integrirbar ist^ so ist zu zeigen, dass die Differentialgleichung 
in sechs Veränderlichen in eine andere ti'ansformirt werden 
kann, die nur fünf Veränderliche und deren Differentiale ent- 
hält. In den sechs Veränderlichen w, a;, 2/, ^, jo, (l sei fol- 
gende Gleichung vorgelegt: 

du = Pdx + Qdy + Rdz -f- Sdp + Tdq , 

wo P, 0, i?, S^ T gegebene Functionen eben jener Ver- 
änderlichen sind. Daher werden sich ihre Differentiale so 
ausdrücken : 

dP =P'dx + P"dy -f P'"dz + P^^^dp + P'^dq + P'^du 
dQ = Q'dx + Q"dy + Q"'dx + Q^"^ dp + Q^ dq + Q^Hu 
dB = R'dx + R"dy + E"'d% + R^'^dp + R'^dq + S^^du 
dS = S'dx + S"dy + S'"dx + S^^^dp + S^dq + S'^^du 
dT= Tdx + T'dy + r"dz + T^^dp + T"^ dq + T'^Hu 

wobei P\ . . PVi^ Q\,,Q^\ . . . , r , , . T"^^ wieder gegebene 
Functionen jener Veränderlichen sind. Wir wollen nun an- 
nehmen, dass an Stelle von a:, y^ x, py q Functionen der 
Grösse u und der fünf neuen Grössen a, ft, c, e, g eingesetzt 
werden. Dann lassen sich die Differentiale der ersteren so 
ausdrücken : 

dx = Xdu + yßa + y^ dh -f % de + y^" de + y"" dg , 

dy = Ydu -\- i]da -{- rf dh + rf' de + if de + v""dg , 

dz = Zdu +(:da+ Cdb + Cde + C'de + C" dg , 

dp =^du'\-' nda-^- n'db + 7r"c?c + 7c"'de + 7t""dg , 

dq := £^du-\' q^^a 4- q'ö^^ + C|"c?c + q''"c?e + q""6^^ . 

Setzt man diese Ausdrücke ein, so geht die vorgelegte Gleichung 
in folgende über: 

[97] = (PX-f-Or-f PZ + 55ß + T'Q — 1) du 
+ {PX + Qri + R^+ Stv + Tq) da 
+ {Px'+ Qri'+ BC+ S7i'+ Tq') db 
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Soll diese Gleichung von du frei werden, so muss man setzen 

1) PX+QY+RZ+S'^+ rQ = 1. 

Damit sie ferner auch von u befreit werde, muss wie oben 
(§ 6) sein 

^[Px+Qri + Rl + S7t+Toi) 

Px+Qr] + It^ + S7t+Tc^ 
' [PX'+ Qri'+ ^r+ Sn'+ Tc() 



öw 



Px'+ Qrf+ R^'+ S7i'+ Tq' 



u 

= Px^'^ + Qri^ + RC^'^ + Sjc^'f+Tq^ 

Es sind daher nach der bisher angewandten Methode die in 
den Zählern dieser fElnf Brüche auftretenden Ableitungen zu 
entwickeln. Nun ist ^ber 



hu 



(P^ + Qrj + RL + STt+Tq) 



ÖP . ÖQ . ^bR . hS , bT 



bu 



hu 



hu 



hu 



hu 



hu hu hu hu hu 

ÖP , hQ , ^hR ^ hS ^ hT 



hu 



hu 



hu 



hu 



hu 



da da oa oa oa 

+ r^ {PX+ QY+ RZ-{-S^+ T£l) 

U/ 



— X 



hP 
ha 



oa da oa oa 
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oder auf Grund der Gleichung 1) 

Xrr. + V ^ + iT77 + ^-^- + ^sr- 



bu 



bu 



bu 



bu 



bu 



ba ba ba ba ba 



Andererseits ist 

Od b(Z Od 



'" ^ _|. piv ^ _|_ pv ^ 

ba ba ba 



= P'x + P'n + P"'t + P^'^Tt + PVq , 
^ ^ bu bu^ bu^ bu^ bu^ bu^ 

= P'X + P"r + P'"Z + PlV5ß4_pVQ + pVI. 

Drückt man auf ähnliche Weise die Ableitungen von 0, i?, 
/S, T nach a und nach u aus, so wird 

= [P'X+P''Y+ P'"Z+ Piv5ß 4_ pv0 _|^ pvi 

— XP' —YQ'—ZR'—'^S' — £ir)x 
+ {Q'X+ Q"Y+ Q'"Z+ Qiy^+Q^Jd + Qyi 

- XP" - YQ" - ZR' - ?ß5" — o r) I? 
+ {R'X + R"Y+E"'Z+ R^^ + i?vo + Ä^i 

- XP'" - YQ"' - ZJ?'" - ^S'" - Q 7"") C 
+ (S'X+ S"Y+ S"'Z + >Siv$ + Ä^O + ävi 

_ XPiV— rorv— ZPiV— 5ß>SiV— Q^iv) ^ 

+ [rx+ T"Y+ r"Z-\- riv$ß+ T'^0.+ T"^ 

— XPV— r0V_^pv_5(j^v_O7^Vjq, 



Der Quotient 



^{Px + Qv + ^^ + s^+T^) 



wird nun bei 



Vertauschung von /, ly, C, ^, q mit /, rj\ ^', tt', q'; /, ?;", 
C", /t'', q" ; ; y}"^, iji^^ ^iv^ ^iv^ qiv denselben Werth be- 
halten, wenn sich der Zähler auf die Form MPx-h ^Qf] 
+ MRl + MS71: + Jlf Tq bringen lässt, weil dann auch die 
Quotienten in M tibergehen. Jenes wird aber stattfinden, wenn 
man folgende Gleichungen annimmt: 
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2) . ö[pvi+(p"_g') r+(P"'-Ä')Z+(piv_s')^ 

+ (pv_7T')0] 

+ (Q" — T') G] 

3) R[P''^+ {P"-Q) Y+[P"'-R')Z+ (P"_s')^ 

+ (pv _ T') O] 
= P[ävI4-(ä' -F") X+(Ä"— 0'") r+(i2iv_ Ä"')$ 

+ (pT - r") o] 

4) Ä [(PVi + (P" - 0') 1"+ (-P'" — R)Z+ (Piv — Ä') «ß 

+ (pv - r) jQ] 

= P [äVi + (Ä' - Piv) X+ (Ä"- QiV) y_ i^s'" — piv) Z 

5) T [P" + (P" _ 0') r + (P'" _ i?) 2 + (piv _ Ä'j sß 

+ (pv - r) G] 
+ (riv_ÄV)5ß]. 

Ans diesen vier Gleichnngen, zn denen noch die erste 

1) px+or+ÄZ+Ä$+ro = i 

hinzutritt, mnss man [99] die fünf Grössen X, Y, Z, ^, O, 

bestimmen. Nach gehöriger Ausftthrnng der Rechnnngen er- 

W 
g^ebt sich F = — wobei 

• (PÄ^ —RP^+RT' — TR'-\- TP'"— P T") 

XiSP^—PS'f^+P^—S') 

— [PR^— RP^-i- RS'— SR'+ SP"'— PS'") 

_ (PÄ V — SP'' + ST'— TS'+ TP^ — PT^'') 

X (PP^— PPVi + P'" — R') 
(Pi?iv_ppiv_|_pÄ'_ ^^ _|_ SP'"— PS'") 
X {PQ'' — QP'' +QT'—TQ'+ TP" — PT") 

— {PR^f — RP^+RT' — TR' + TP'"—PT"') 
X(PQiv_ Qpiy^ Qs' — SQ' + SF' — PS") 

+ (P.S^ — SP^f+ST'- TS' + TP^ — P r^v) 
\ X [PO'"— QP'" +QR' — RQ' + RP' — PR"). 



3R= ^ 



9i = .^ 
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Ans Y geht Z hervor ^ wenn man die Buchstaben Q und R 
mitemander vertanscht und die Indices " und '". Ebenso er- 
giebt sich $ oder C ans Y, indem man in dem Ansdrnck fttr 
Y die Buchstaben Q und S oder Q und T vertauscht und 
gleichzeitig die Indices " und ^^ oder " und ^. Dabei bleibt 
der Nenner abgesehen vom Vorzeichen ungeändert. Was X 
anbetrifft, so ist, nachdem man F, Z, $, 0> gefunden hat, 

X = , oder es ergiebt sich auch 

X aus F, indem man die Buchstaben P und Q und die In- 
dices ' und " miteinander vertauscht. 

Sind auf diese Weise X, 1^,^,5^,0 bestimmt, so denke 
man sich a, h^ c, e, g als constant und drücke aus den 
Gleichungen 

dx = Xdu j 

dy = Ydu , 

dz = Zdu , 

dp = ^du , 

dq = €idu 

nach § 2 aj, 2/, z, p^ q durch u und durch fünf willkürliche 
Constanten a, 2), c, e, ^ aus, die durch die Integration hinein- 
kommen. Dann werden diese Ausdrücke, wenn man nunmehr 
a, &, c, e, ^ als Veränderliche betrachtet, Functionen von 
Uj a, b, Cj e, g darstellen, die so beschaffen sind, dass durch 
ihre Einsetzung an Stelle von oj, ^, «, ^, q die vorgelegte 
Differentialgleichung in eine Gleichung zwischen den fünf 
Grössen a, b, c, e, g und ihren Differentialen übergeht. Nun 
ist aber nach dem Problem III die Integration dieser trans- 
formirten Gleichung in den folgenden drei Gleichungen ent- 
halten: 

1) F(a, b, c, e, g) = ip[f{a, b, c, e, g), g] 

2) F,[a, b, c, e, g) = tp/ 

3) F^ia, b, c, e, g) = ipg'. 

[100] Da man sich aber die einzelnen Grössen a, b, c, e, g 
durch X, 2/, ^j Pj Q ^^nd w ausgedrückt denken kann, so 
können die mit den Buchstaben F, F^, F,, f bezeichneten 
Functionen und ebenso die Grösse g als gegebene Functionen 
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von Ä, y^ ^y P) Q) ^ betrachtet werden. Mithin ist die Inte- 
gration der vorgelegten Gleichung durch die folgenden Glei- 
chungen definitiv erledigt: 

1) F{x,y,z,p,q,u) = tljlf(x,y,x,p,q,u), Ux, y, z, p, q, u)] 

2) F^ (x, y, z, jp, q, u) = ip'f 

3) F^[x,y,Z,p,q,u) = %p'f^. 

§ 8. 

• 

Wenn man bei der vorstehenden Lösung den Zähler und 
den Nenner der Formel für Y entwickelt, indem man die 
Multiplication wirklich ausführt, so reduciren sich die 72 Glie- 
der des ersteren auf 36, die 108 Glieder des letzteren auf 60, 
während sich die übrigen Glieder paarweise fortheben. Divi- 
dirt man noch Zähler und Nenner durch den gemeinsamen 

Factor P und setzt -— = SK', — = 31', so ergiebt sich Y = — , 

und es ist 

P (r"/SVi— 7^iÄ'"4-i?viÄV_j^v^vi^7^vi22iv__ T'iv^vi) 

+ R iS' T^ S^^ ^'-^- P^S^^ P^aS'^+ yivpvi fYipiY\ 

+ S(pvpvi_22Vipv^ rpYip'"_^ T'" P'f^+ R"^^ r — R' T'f^) 
+ T(P'Ä^— pvi^'^^'''pvi_^vip'"^pvipiv_piypvi) 

+ R^P^'f''R^'fp'f+R'S'f-'K^S'+ T^p'"^ T"'P^ 

ferner 

iS'^Q"'^S'"Q^-{-S"'r-'S"r"+R^Q^-^ R'fQ^'fx 

\-f- p'' r^^— pi^ r-t-p V /Sf "— p" >s^+ r " Qiv— riv Q''') 

IS' r"— s"' r + s^'p"^-^ isvp'"+ piv r— p' ri^v 

■^ ^ l+p^piv— pivp^+p'Ä^— p^Ä'+p'^r^v— pivr") 



3K'=-^ 



r = <^ 



/>S'0V_^VQ' + 7^'^"_2y'^'^pVQiv_piVQVv 

/Q'pv- gvjf^'+p'r-p"r+p'"öv_ pyq'-v 

"^ 1+ R^'fP"-^R"P^'f+R"S''-R'S"+P^'^Q"'-P'"Q^'f) . 



Oatwald's Klassiker. 129. 
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[101] Aus Y lassen sich die vier übrigen Grössen X, Z, 
$, £l in der oben (§ 7) angegebenen Weise leicht ableiten. 
Üebrigens ist nach dieser Umformung der Nenner allen fünf 
Grössen gemeinsam, was von dem Nenner der im vorigen Para- 
graphen ftir Y gefundenen Formel in Bezng auf X nicht gilt. 

§ 9. 
Problem VL 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung in sieben Veränder- 
lichen durch ein System von vier Gleijöhungen zu integriren. 

L9sang. 

Es sei in den sieben Veränderlichen w, a?, «/, x^ ^,i>, q 
folgende Differentialgleichung vorgelegt: 

du = Pdx + Qdy + Rdz + Sdt + Tdp + Udq , 

wobei P, Q, R^ S, T, U irgend welche gegebenen Functionen 
jener Veränderlichen sind. Denkt man sich nun die Grösse q 
als constant, so geht die Gleichung über in eine Gleichung in 
sechs Veränderlichen, Diese wird sich nach dem vorigen Problem 
(§ 8) durch ein System von drei Gleichungen folgender Form 
integriren lassen: 

1) F (w, X, 2/, X, t,p) = xp [f[u, X, y, x, t, p) , /; [u, x, y, x, t, pj], 

2) F, (w, X, 2/, X, t,p) = ip'f 

3) F^{u,x,y,x,t,p] = xp'f,. 

Diese Gleichungen gehen aber auf Grund derselben Überlegungen, 
wie sie oben in § 5 entwickelt worden sind, in folgende über 

1) F (w, X, y, X, t, p,q) = ip [f [u, x, y, x, t, p, q) , 

f,[u,x,y,x, t,p,q),q] 

2) F, {u,x,y,x,t,p,q) = ip'f 

3) F^ {u,x,y,x, t,p, q) = ip'f^. 

Nimmt man dann das vollständige Differential der ersten 
Gleichung, indem man die Grösse q auch als eine Veränder- 
liche behandelt, und setzt man für ip\waö. ip'ß die Ausdrücke 
aus den Gleichungen 2) und 3) ein, so tritt zu jenen drei 
Gleichungen noch eine vierte von folgender Form: 
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[102] Dies stützt sich auf dieselben Überlegungen, die wir 
oben in § 5 ansführiioher begründet haben und deren Wieder- 
holung überflüssig ist. Durch diese vier Gleichungen ist also 
die Integration der vorgelegten Gleichung erledigt. Dass die 
Zeichen JF, J^^, i^,, F^, f, f^ gegebene Functionen bedeuten, 
das Zeichen xp eine willkürliche Function, ist aus dem Früheren' 
bekaünt (§ 3). 

§ 10. 

ProWem VIT. 

Eine partielle Differeütialgleichuiig in fünf Vet^ädetticheii 
Uj X, y, z, t vollständig zu integriren. 

LSsnng. 

Es sei du = pdx -j- qdy + rdz -(- sdt. Dann ist eine 
Relation zwischen den vier Ableitungen j?, q, r, s und den 
fünf Veränderlichen gegeben, aus der eine Relation zwischen 
diesen Veränderlichen selbst ermittelt werden soll. Man kann 
jene Gleichung als eine gewöhnliche Differentialgleichung in 
den acht Veränderlichen UjXy y^ z, tj p^ q, r betrachten. 
Die Grösse s ist ausgeschlossen, weil sie durch die übrigen 
gegeben ist. Diese Gleichung ist durch ein System von vier 
Gleichungen zu integriren, aus denen sich dann durch Elimi- 
nation vonp, ^, r die gesuchte Gleichung zwischen w, oj, 2/, z, t 
ergiebt. Nun ist aber aus dem vorigen Problem bekannt, 
dass eine gewöhnliche Differentialgleichung in »ieben Veränder- 
lichen durch ein System von vier Gleichungen integrirt wird. 
Es kommt also darauf an, unsere vorgelegte Gleichung in eine 
Differentialgleichung in sieben Veränderlichen zu transformiren. 

Zu diesem Zweck wollen wir uns denken, dass für oj, ^, z, 
Uj pj q, r Functionen der Grösse t und sieben neuer Grössen 
a, b, Cy e^ fy g, k eingesetzt werden, und es sei 

dx=Xdt+xda+x'db+x"dc+x"d6+x^df+x'^dg+x^dh 

dy=Ydt+rida+ri'db+ -hri'^dh 

dz = Zdt+Kda+Cdb+ +t^^dh 

du=Udt'^vda'^v'db-\- -^v^^dh 

dp^^dt+Ttda+n'db-^r -^-Tt^Hh 

dq—^dt+(\da + c(db+ • . . Ji^c^f^dh 

dr='lk'dt+xdki + x'db+ ^x'f^dh, 

3* 
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Ferner sei 
ds = s'c^aj + s'dy + s'"dz -|- s^^dt + s^du + s^dp 

wo 5', s", s'", . ♦ ♦ , «^^^^, ebenso wie 5 selbst, gegebene Func- 
tionen von oj, y, Zj t, u, p, q, r sind. [103] Nunmehr ver- 
wandelt sich die Gleichung du ^= pdx -^ qdy -j- rdx, + sdt in 
folgende: 

= (pX+qY+rZ+s — U)dt+(pX'\-qr} + rC-'v)da 
+ {px'+qri'+r^'-vyb+'- + (px'"+qri'f'+r^'^'^v^')dh. 

Aus ihr muss man dt und t beseitigen. Mithin ist zu setzen 

1) U = pX+qY+rZ+s. 

Ferner muss der Quotient 

v—px — qrj—r^ 

denselben Werth behalten, wenn man sich an Stelle der Buch- 
staben Vy Xi Vy ^ dieselben, versehen mit den Indices I, 11, 

. . . , VI, gesetzt denkt. Nun ist aber —(v — px — q^ — ^t) 

1 

bv hx Ö1J bC ^p hq c. ör 

_^_ öZ_ ör_ ö z _ hp_ ^?_r^ 

~"öä ^U ^ ha ^'öa ^ht ^bi 'bt 
^(U-pX-^qY^rZ) 

öa^ öa^ ba^ öa ^ ö< ' öf -d< 

Andererseits i8tr^ = 7r, r^ = (l, c— = tt 

öa oa da 

da da oa da da da da da 

= s'x + s't] + s'"^ + i^v + s^n + s™q + s™it , 
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ferner 

£b wird daher 

— Iv—px — q^l — rt) 



v—px — qri—ri; 

+ (svii + r) q + («vin ^ 2) r 
v—px — qri^ri; 

Aus diesem Bruche gehen die Buchstaben x^ tjy ^, v und 
ebenso tt, q, r heraus, wenn folgende Gleichungen angenommen 
werden: 



2) 




s — $ß — s^jp 


3) 




s" O — s'^q 


4) 




s'" 31 — Ä^r 


[104] 5) 




s'^^ + X—O 


6) 




«vii+r—o 


7) 




sViii 4- ^ — . 


Es wird daher 




J: — - «VI 

r — «TO 

Z — - «vm 

O — s -^ s^' q 


Endlich ergiebt 


sich 


aus 1) 




U 


— pX+qY+rZ + s 
s — ps^^ — qs^^ — rs^^ 



Auf diese Weise sind also die sieben Grössen X, F, Z, 5ß, 
O, SR, ?7 als gegebene Functionen von x, y, «, w, ^, 5^, r, ^ 
ausgedrückt. 
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Denken wir nns jetzt a, bj c, e, f^ g, h als constant und 
suchen wir aus den Hilfsgleichnngen 

dx = Xdt 
dy = Ydt 
dz = Zdt 
du = Udt 
dp = ^dt 
dq = €ldt 
dr = Udt 

die Werthe von Xj y, z, u, p, q^ r, ausgedrückt durch t und 
sieben willkürliche Constanten a, b, c, e, f, g, h^ ^e durch 
die Integration hineinkommen (§ 2). Dann werden eben diese 
Werthe, falls man bei der Bildung ihrer vollständigen Differen- 
tiale die genannten Constanten als Veränderliche behandelt, 
die vorgeschriebene Bedingung erfüllen, d. h. wenn man sie 
an Stelle von x, y, z, Uy p, g, r einsetzt, so geht die vor- 
gelegte Gleichung 

du = pdx -|- qdy + rdz + sdt 

über in eine andere, die nicht mehr / und dt sondern nur 
die sieben Grössen a^ b^ c, e^ f^ g^ h und deren Differentiale 
enthält. Die Integration dieser transformirten Oleichung er- 
ledigt sich nach dem vorigen Problem (§ 9) durch folgende 
vier Gleichungen: 

[105] 1) F{a, . . . . , fe) = ,V^[/'(a, ...,Ä), f,{a, ..., h), h] 

2) F,(a, . . . . , fe) = V^y 

3) F,{a, . , . . ,h) = xp'f^ 

4) F,[a, , h) = yj'i,. 

Denkt man sich jetzt die Grössen a, 6, c, e, /*, g, h ausge- 
drückt durch aj, ^, z, u, p, q, r und durch t, so nehmen 
diese vier Gleichungen folgende Form an: 

1) F{x, y, z, u, t,m,p, q, r) = ip[f{x,...,r), f,[x,,.,,r), f^[x, ...,r)] 

2) F,{x, ..,, r) =V;y 

3) F^[x, ..., r) =^'f^ 

4) F,[x, ..., r) =V^'U' 
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Wenn man sich ans ihnen die drei Ableitungen Pj q^ r eli- 
minirt denkt, so ergiebt sich eine Gleichung zwischen den 
Veränderlichen x^y^ %y t^ u selbst. Hierin liegt die Integration, 
und zwar die vollständige wegen der willktlrlichen Function 
dreier Orössen. 

§ 11. 

Pr(>Wem Till. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung In acht Veränder- 
lichen durch ein System von vier Gleichungen zu integriren. 

LSsnng. 

Es sei folgende Gleichung in den acht Veränderlichen w, 
^1 y, ^1 *i Py 9y r vorgelegt: 

du = Pdx + Qdy + Räz + Sdt + Tdp + Udq + Wdr, 

Da P, 0, . . ., TF gegebene Functionen von w, x, «/, . . ., r 
sind, so hat man zu setzen 

dP = P'dx + P"dy + P'"dz + P^'^dt + P^^dp + P^i^^ 

+ pTO^^ + pvm^^^ 

und in ähnlicher Weise kann man dQ^ dB, . . ., dW aus- 
diUcken, wobei 

pf p" pviii. o' ovni. 7?f pviii. 

TT', ... , TTvni 

wieder gegebene Functionen sind. Da nun nach Problem VI 
(§ 9) eine Differentialgleichung in sieben Veränderlichen durch 
ein System von vier Gleichungen integrirbar ist, so ist nichts 
weiter erforderlich als eine Transformation der vorgelegten 
Gleichung in eine Gleichung zwisrchen sieben Veränderlichen, 
die a, b^ . . . , h sein m(%en. Zu diesem Zweok woUen wir 
in der bisher befolgten Weise setzen 

dx = Xdu + x^^ + X' ^b + ' ' ' + X^^^h 
dy = Ydu + rjda-{- 

dz = Zdu + l^da + 

[106] dt=Zdu+ rda-i- 
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dp =^ ^du + Ttda-^- 

dq =i £t,du -\- qda-^ 

dr = ^du-i-rda-i- 

Dann geht die vorgelegte Gleichung in folgende über: 

= {PX+ Q Y+BZ+ SZ+T^+UO^+Wm — 1) du 
+ (PX + 0»? -i-El;+ST+T7t+Uq+ Wx) da 
+ {Px'+ Qv'-i- ^l'+ ^^^'4- ^^'+ ^n'+ ^0 db 

+ (^;t^^+ Qf^+R^'^^+ /SzrVi+ Ttv"^!^ J!7qVi+ Wx'^]dh. 

Soll diese Gleichung von du und u frei werden, so hat man 
zu setzen 

1) 1 = PX+QY+BZ+SZ+T^+ Ua+ TFSR. 

Ferner muss der Quotient 

^(PX + Qrj + R^ + Sv + Tft + Uq+Wx) 

PX+ Orj + RC + Sr-i- Ttv + Uq + Wx 
denselben Wert behalten, wenn man 

für ;^ , ?y , . . . , r setzt. 
Der Zähler ist aber 

ÖM bu bu hu bu bu bu 

. bP bQ , ^bR , bS , bT , bU , bW 

P^^^Q^J.+nf+sf^Tf.^üf^wf 

ba ba ba ba ba ba ba 

bP , bQ , ^bR , bS , bT , bU , bW 

y (PX + QY + RZ + S^ + T'>ß + UO, + Wm) 

oa oa oa oa da ca da 

, ÖP . ÖO , ^hB . bS , ÖT . ÖC7 , hW 
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wo der erste Bestandtheil nach Gleichung 1) verschwindet. Es 
ist ferner 

da da da da da da da da 

= F'x + P"»? + P'"^ + F^^x + PV/r + pviq + pvii^ . 

_^_^ = P' ^_^ + P" ^_1 + P-' ^ + piv ^ . pv ^ . pvi ^ 
dw di* dw dw d«^ dl* dw 

^ pvn ?r _^ pviii 
dw 

= P'X+ P'l^+ P'"Z+ P^^J + P^^ + pv^o 

+ pv"9t + P™. 

dO dP 

da' da' • • •' 



[107] In ähnlicher Weise drücken sich 



dlF , dO dP 
nnd 



VW 
dl* 



aus. Der erwähnte Zähler wird 



+ 



+ 



daher gleich 

P'X-\-P"Y-\- P"'Z + pi'^S: + P^5ß + P^'iQ 
+ pvns« + pvm 

l— XP'— YQ'— ZR'— %8'—'^T'— Q.Ü'— ^W 
Q'X+ Q"Y+ 0"'Z+ Qivj;.,. Qvsj5_,_ QVijQ 
_j_ gviigt _^ QViii 

XP"— ro"— zir— %s"— 5ß 7"'— GCT'— 'üw" 

R'X + P" r+ 7i"'Z+ PIVJ; ^ JjV5ß _j_ JjVIjQ 

+ P™3{ + P™i 
j:P"'_ i7/"_z7i"'— $.S"'— «ß 7""— OZJ'"— 9?TF"'J 
S'X + S"F+ 5"'Z+ Ä'vj + S^^ß + S^'ö 

T'x + T" r + 'y""z+ r"'£ + r^^p _i_ 'yvi^ 

[_XPV— rOV_ ^^v_ j.s'V— <ßTV— GC7V_ 9RPP-VJ 

r/' A' + Z7" r + u'" z + r' V j + c/^' ^ + c/^'i o 

l— A'P^'— r()^i— ZPV'— J,S'Vi_^< 7VT_£^ rvi_ g{ ij/vij 



X 



£ 



+ 



+ 



TT 



+ 
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+ 



r. 



W'X+ W'Yrh W"'Z+ Triv$:+ W^ 
+ Tr"iQ + TFTO5R + TF™ 
— XP™— rO™— ZÄ™— JS™_ ^ rvii_ jQC7vn, 

— mw" 

Wenn dieser Zähler auf die iForm 

^{PX +Qri + R^ + ST + T7t+Uq+ Wt) 

gebraclit wird, so ist die oben aufgestellte Forderung erfüllt. 
Daraus ergeben sich aber die folgenden sechs Gleichungen: 

2) = pviao — POTOi— P{Q'— P")X+ Q(P'—Q')Y 

+ [Q (P'" — R') — P(Q"' — R')] Z 

+ [Q (Piv - Ä') - P (Qiv - S")] % 

+ [Q (pv _ T) -P{Q^ - r')\ % 

+ [0 (P^ —V'\ — P (0^ - Cr"J] O, 
+ \q \pra_ w') - P(0™_ ■w")\ 8{ , 

3) = PP™i— PP™_ p(Ä'_ p'") X 

4- \R[P"— Q') — P(Ä"— 0'")] Y 

+ P (P'"— P') Z + [P (P»^— -S') — P(piv— S"']\ X 

+ [P (Pr— T) — P {R^— T'")] «ß 

+ [RlP'f^— CT) _ P(pvi_ C7"'j] jQ 

•f 108] + [^ (^™- ^') - -P (ß ™- w'")] m , 

4) = ASPVin— PÄ""— P (Ä'— Piv) X 

+ [5(P''_ Q') _ P(5"— Qivjj Y 

+ [S (P"'_ Ä') - P (S'"- piv)] Z+ S (PiT- Ä') $■ 
+ [Ä (PV- 7") — P («v— yivjj sß 

+ [jS (pvi_ IT) _ p(6rvi— L'-'^)] O 
+ [S (P™— PT') — P(5™— PT'^)] 91 , 

5) = TP'™— pr^in— P(7"— pv) X 

H- [T(P"- Q') -P[T"— 0^)] r 
jf.lT{P"'— R') — P(r"'— PV)] z 

+ [^(Piv— 5') — P(7'iv_ SV)] j 

_l_ r{pT_ 7") 5ß + [^(pvi— c/') _ p(rvi_ c^v)j£i 
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6) = f7PViii__ p?7Viii__ p(C7'_ pYi)x 

+ [Z7(P"- 0') — P(Z7"- OVij] Y 

+ [UiPE- S') — P (f/i^- 5^^)] S 

+ [?7{pvn_ 1^') _ p(f7vn_ p^vijj gj ^ 

7) = TTP^™— PTF^ii— P(Tr'— P^i) X 

+ [Tr(p"— 0') — p(Tr"- 0^")] r 
+ [Tr(p'"-p') — p(Tr'"-pvn)]z 

+ [.Tr(pv— r) — p( TT^— r^Hj ] sjj 

+ ^(pvii_ TT') SR. 

Aus diesen sechs Gleichungen, verbunden mit der ersten 1) 
sind die sieben Grössen X, Y, Z, 2^, $ß, D, 31 zu bestimmen. 
Setzen wir diese Bestimmung voraus (die nach den gewöhn- 
lichen Eliminationsregeln allerdings äusserst umfangreiche Bech- 
nungen erfordert, von deren Abkürzung weiter unten die Rede 
sein wird), so sind jene Grössen als gegebene Functionen von 
unsem acht Veränderlichen zu beti'achten. Man nehme jetzt 
a, 6, c, . . ., h als constant an und drücke auf Grund der 
sieben Hilfsgleichungen 

dx ==^ Xdu j dy = Ydu, d% = Zdu^ dt=^^dUj 

[109] dp = ^du , dq = CLdu , dr = ^du 

die Veränderlichen x^ y^ z^ tj p, q, r durch u und durch 
sieben willkürliche Constaiiten a, &, «, . . . , h aus, die durch 
die Int^ration hineinkommen (§ 11). Dann werden eben diese 
Ausdrücke so beschaffen sein, dass, wenn man sie und ihre 
vollständigen Diffwentiale, bei deren Bildung auch die Grössen 
üj bj Cj . , . j h als Veränderliche betrachtet werden, in die 
vorgelegte Gleichung einsetzt, diese in eine Gleichung zwischen 
den sieben Veränderlichen a, &, c, . . . , h transformirt wird. 
Nnn erledigt sich aber nach dem oben Bewiesenen die Inte- 
gration dieser Gleichung durch ider Gleichungen von folgen- 
der Form: 

1) P(a, b, . . . , h) = V[/'(^? ^? •••)'*) ) fii^i ^1 '•'! ^h ^^] 

2) P,(a,&, ...,Ä) = V^y 



« 
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4) F,{a,b, ...,h) = ip\. 

Werden dann a, ft, • • • j ^ dnrch die acht Veränderlichen 
flj, 2/7 • • • ? ^ ausgedrückt, so gehen diese Gleichungen in die 
folgenden über: 

1) F(x, y, %, t, u,p, q, r) = ip[f(x,,,,,r), f,(x,..,,r), f^{x,.,,,r)] 
2)F,(x,,,,,r) = ip'f 
3)F,(x,,.,,r) = ipy^ 
4)F,{x,.,.,r] = xpy^ 



2' 



und in diesem Gleichungssystem liegt die vollständige Integration 
der vorgelegten Gleichung in acht Veränderlichen. 

§ 12. 

Problem IX« 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung in neun Veränder- 
lichen durch ein System von fünf Gleichungen zu integriren. 

Losung. 

Es sei in den neun Veränderlichen u, x, y, z, tj p, q, r^ s 
folgende Gleichung vorgelegt: 

du = Pdx+Qdy + Rdx+Sdt+Tdp + Udq+Wdr+Xds. 

Betrachtet man eine von diesen Grössen, z. B. Sj als constant, 
[110] so geht die Gleichung über in eine Gleichung zwischen 
acht Veränderlichen, und diese ist nach dem vorigen Para- 
graphen durch ein System von vier Gleichungen integrirbar. 
Diese Gleichungen werden auf Grund der oben in § 5 und 6 
angewandten und auseinandergesetzten Ueberlegnngen folgende 
Form annehmen: 

1) ^{^,y,^jijPiQ,r,u,s)=ip[f{x,...,s), /;k...,s), /■>, ...,«), s] 

2) F,{x, .,,, s) = ip'f 

3) F,{x, ..., 5) = V/V^ 

4) F,[x, ..., s) = ip'^^. 
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Man nehme nunmehr das vollständige Differential der Glei- 
chung 1), indem man auch ^ als Veränderliche betrachtet, und 
vergleiche dieses Differential, nachdem man für ?//'^, 1/;% , xp'r 

ihre aus den Gleichungen 2), 3), 4) bekannten Werthe ein- 
gesetzt hat, mit der vorgelegten Differentialgleichung, mit 
welcher es identisch sein muss. Beachtet man dies alles, 
so wird zu den vier vorigen Gleichungen eine fünfte von fol- 
gender Form hinzutreten: 

5) F^{x, . . . , 5) = ip/. 

Durch die Combination dieser fünf Gleichungen erledigt sich 
die Integration der vorgelegten Gleichung. 

§ 13. 

Problem X. 

Eine partielle Differentialgleichung in sechs Veränderlichen 
vollständig zu integrii-en. 

LSsnng. * 

Es sei du = pdx-{- qdy -f- rdz + sdt + wdv und eine 
Relation zwischen den Ableitungen pj q, r, s, w und den 
Veränderlichen u, x, y, x^ tj v gegeben, aus welcher eine Re- 
lation zwischen diesen Veränderlichen selbst zu bestimmen ist. 
Zu diesem Zweck ist nur erforderlich, die vorgelegte Gleichung, 
betrachtet als eine gewöhnliche Differentialgleichung in zehn 
Veränderlichen, in eine Gleichung zwischen neun Veränderlichen 
zu transformiren , deren vollständige Integration durch fünf 
Gleichungen ja im vorigen Paragraphen gefunden worden ist. 
Um diese Transformation zu erreichen, wollen wir neun neue 
Grössen a, 6, c, . . . , hy i, k in die Rechnung einführen und 
in der bisher beobachteten Weise setzen: 



dx = Xdv 
dy = Ydv 
[111] dz = Zdv 
dt = Zdv 
du = Udv 
dp = ^dv 
dq = £Ldv 
dr = fUdv 
ds == ^dv 



-f- ijc^a -}- 
-}- Cc?a-f- 
-f- Tda 4- 
+ yxda-^- 
-Y-7tda-\' 
-f- q^^a -f- 
+ xda-+- 
-\-2da-\-' 



+ ;c™^Ä 



46 J- F- Pfeff. 

Es sei ferner, wenn wir w als eine gegebene Function der Ver- 
änderlichen und der übrigen Ableitungen betrachten, 

^ w dx-^ w"dy + w"'dz -\- vP^dt -\-w^dv-\' w^^du 



={ 



+ w^^dp + w^^^dq + 10^ dr -\- w^ds. 



Dann geht die Gleichung du = pdx -^ qdy + rdx •+■ sdt 
+ wdv in folgende über: 

= {pX+qY+rZ+sZ + w — Vi)dv 
+ {PX + 9''? + ^^ + ^^ — ^) ^^ 



Sollen aus dieser Gleichung dv und v herausfallen, so ist zu 
setzen 

1) pX + qY+rZ+sZ + w = Vi. 

Femer muss sejn 

jr;b;^ + ?^+^C + «^ — u) r-ipx'+Qi+r^'+s'^'-''^') 

i';^ + ö'^ + ^S + ^^ — w px'+ 5^'+ ^r+ «"^— u' 

= u; s. f. 

Es ist aber — {px + q^ -}- rC + st — u) gleich 

^^(pX+gF+rZ + 5$ — U) 

U/ 

ba ha ha ha^^'^bv 'hv ' bv hv 

öa ha ha- ha ha ^hv ' hv 

^v hv 
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Ferner ist -^ = tt , — = q , — =r , ^ = § ; 
da oa oa da 

,^oc „hy ,„hz j^ht ^^bu „„ö^ 
bw ba oa oa oa oa oa 

l oa oa oa 
[112] = w'x + ^"^ + ^ "C + W^^T + W^^VL + W^^Tt 

ov ov ov ov 

Mithin wird r— (py + ai7 + rC + sr — u) 

ov 

— ^^v^u — {w'^^+ X)7t — [w^^^ +y)(\- K^+ Z) X 

Setzt man dies gleich -3l^(i?x + 9'^ + ^^ + ^^ — u), so er- 
geben sich folgende Gleichungen: 

2) X + w;™ = 

3) Y + i6'Vni = 

4) Z'\-w^ =0 

5) Z + iü^ =^0 

6) 5ß — w;' =i?w;Vi 

7) D — w;" = ^«;Vi 

8) SR — w"' = rt^vi 

9) ©— t/;iv =st/;Vi. 

Verbindet man diese Gleichungen mit der ersten 1), so er- 
geben sich folgende Werthe für die neun Grössen X. T, Z, 

X, $ß, G, SR, @, U 

1) X= — w^ 

2) r = - w;Viii 

3) Z=-^to^ 
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4) Z= —w^ 

5) ^ = w' +i?m;VI 

6) D = w" + qw"^^ 

7) 31 = w"+ rw;Vi 

8) © = i^;iv+ 5m;VI 

9) Vi = w — pio^^^ — qw^^^^ — rw^ — sto^. 

Nunmehr sind aus den Hilfsgleichungen 

dx = Xdv 
dy = Ydv 
dz = Zdv 
dtt=z%dv 
du = Mdv 
[113] dp = "^dv 

dq = Dtdv 
dr = ?lidv 
ds = (Bdv 

die Werthe von x, y, z^ tj u^ p^ g, r, s herzuleiten, aus- 
gedrückt durch V und durch neun willkürliche Constanten. 
Differentiirt man diese Ausdrücke dann vollständig, indem man 
auch die Constanten als Veränderliche betrachtet, so wird sich 
nach Einsetzung der Grössen und ihrer Differentiale die vor- 
gelegte Gleichung in eine Gleichung zwischen den neun Ver- 
änderlichen a, 5, c, . . . , k verwandeln. Das vollständige 
Integral dieser Gleichung ist aber aus dem Problem IX her- 
zuleiten. Drückt man darauf die Grössen a, 5, c, . . . , A; durch 
die Veränderlichen x, y^ z, tj w, p, q, r, s, v aus, so wird 
die Integration durch fünf Gleichungen von folgender Form 
dargestellt: 



1) 

2) 
3) 
4) 
5) 



F(Xy y, % 
= rplf{x 

J/ j \X • • . . 

F^[x, ... 
F,(x, . . . 
F^(x, ... 



t, u, V, p, q, r, s) 



••i ^]j fsV^l •••) *')] 
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ans denen sich, wenn man sich die Ableitungen p^ q^ r, s 
eliminirt denkt, die gesuchte Gleichung zwischen den Ver- 
änderlichen X, yy z^ t, Uy V selbst ergiebt. 

§ 14. 

PpoWem XL 

Eine Differentialgleichung in zehn Veränderlichen durch 
ein System von fünf Gleichungen zu integriren. 

LSsung. 

Es sei in den zehn Veränderlichen w, aj, «/, z^ t^ p, g, r, v, w 
folgende Gleichung vorgelegt: 

du = Pdx + Qdy + Rdz + Sdt + Tdp + Udq + Wdr 
+ Xdv-^ ^dw . 

Um sie durch ein System von fünf Gleichungen zu integriren, 
ist erforderlich, dass sie in eine Gleichung zwischen neun 
Veränderlichen transformiii; wird, da diese, wie aus § 12 be- 
kannt ist, durch ein solches System integrirt werden kann. 
Diese Transformation wird nach derselben Methode ausgeführt, 
die wir bisher benutzt haben. Setzen wir also 

[114] dx = Xdu + %da'{ h f^^^dk 

dy = Ydu -f- T^rfa -f- 

dx = Zdu -f- l^da + 

dt =^ %du+ rda-Y- 

dp = ^du -f- 7t da -f- 

dq = Cldu-^ q(/a+ 

dr = SRc^w-f- xda-\' 

dv = ^du + t)da + 

dw = 3Sdu -+• toda -f- 

Werden diese Werthe in die vorgelegte Gleichung eingesetzt, 
so ergiebt sich eine Gleichung zwischen u und den neun in 
die Rechnung eingeführten Grössen a, 6, . . . , A;. Diese 
Gleichung ist nun von u und du zu befreien. Zu diesem 
Zwecke bilde man in der bisher befolgten Weise die neun 
Bedingungsgleichungen, aus denen sich die Grössen X, T, Z, 
. . . , ^ als Functionen der Grössen x, ?/, . . . , w^ u bestimmen 

OBtwald's Klassiker. 129. 4 
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lassen. Ist diese Bestimmung gefanden, so bilde man die 
folgenden Hilfsgleichungen 

dx = Xdu 

dy = Ydu 

• • • • 

dw = ^du 

und drücke ihnen gemäss x^ y^ . , , , w durch u und neun 
willkürliche Constanten a, 5, c, . . . , A; aus. Wenn man dann 
diese Ausdrücke vollständig differentiirt und dabei auch die 
Constanten varürt, so wird durch Substitution die vorgelegte 
Gleichung in eine Differentialgleichung in den neun Grössen 
a, b, . . . j k transformirt werden. Integrii*t man dieselbe auf 
Grund des Problems IX, § 12, und setzt dann an Stelle der 
Grössen a, fe, . . . , ä: ihre Ausdrücke durch die zehn Ver- 
änderlichen Xj «/, . . . , w, u selbst ein, so wird sich die 
Integration der vorgelegten Gleichung durch fünf Gleichungen 
von folgender Form erledigen: 

1) F[x,y,z,t,p,q,r,v,w,u) 

2) F^[x^ . . . ^ u) = ipfr 

3) F^(x, ,,.,u} = ip^^ 

4) F,{x, . . . , t*) = V^/^ 

5) i^,(a;, ...,z*) = i///^, 

[Uö] wo nach § 3 die Zeichen F^ F^^ ,.,^ F^^ f^ f^^ ..,^ f^ 
bekannte Functionen bedeuten, das Zeichen \p eine willkürliche 
Function und wo der Sinn des Zeichens xfj' in jeder der Glei- 
chungen 2) — 5) nach den dort gemachten Angaben zu ver- 
stehen ist. 

§ 15. 

Aus den bisher auseinandergesetzten Fällen ist der weitere 
Fortschritt zu beliebig vielen Veränderlichen vollkommen klar, 
und es folgt daraus die vollständige Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung in beliebig vielen Ver- 
änderlichen. Ebenso ist einleuchtend, dass nach derselben 
Methode die gewöhnlichen Differentialgleichungen wiederuna 
von der ersten Ordnung in 2 m und in 2 m — 1 Veränderlichen 
durch ein System von m Gleichungen integi'irbar sind. 
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Da aber diese Lösnng die Transformation einer Differential- 
gleichung in 2 m Veränderlichen in eine Gleichung in 2 m — 1 
Veränderlichen verlangt, so bleibt noch zu zeigen, nach welchem 
Gesetz diese Transformation allgemein zu bewerkstelligen ist. 
Hierbei scheinen zwei Probleme zu unterscheiden zu sein, ein 
specielles und ein allgemeines. Das eine Mal ist eine partielle 
Differentialgleichung in m Veränderlichen , betrachtet als eine 
gewöhnliche Differentialgleichung in 2m — 2 Veränderlichen, 
auf eine Gleichung in 2 m — 3 Veränderlichen zurückzuführen. 
Das andere Mal ist allgemein eine beliebige Differentialgleichung 
erster Ordnung in 2 m Veränderlichen in eine Gleichung in 
2 m — 1 Veränderlichen zu transformiren. Es ist zweckmässig, 
die erste Reduction für sich auseinanderzusetzen, da sie sich 
mit Hilfe einer ziemlich kurzen Rechnung in ganz einfachen 
Formeln durchführen lässt. Dagegen erfordert die allgemeinere 
Transformation complicirtere Rechnungen, deren mehr ver- 
borgenes Gesetz aufzuklären der Mühe werth zu sein scheint. 

Das eben Gesagte wird in den beiden folgenden Problemen 
erledigt. 

§ 16. 

Problem VII. 

Eine partielle Differentialgleichung in n + 1 Veränderlichen 
auf eine gewöhnliche Differentialgleichung in 2 w — 1 Veränder- 
lichen zu reduciren. 

Lösung. 

n Veränderliche bezeichne man mit den Buchstaben a:, , a:, , 
ajj , . . . . , x^ und die (n -f- l)-te, die als Function von diesen 
betrachtet wird, mit dem Buchstaben z. Es seien ferner die 
nach jenen Veränderlichen genommenen Ableitungen von z 
gleich i>4, i?i, i>3, ' • 'i Pn- Dann wird sein 

dz=p^dx^ +Pidx^+p^dx^+ . • - -f i^n^^n- 

[116] Da nun eine Relation zwischen den Ableitungen und 
den Veränderlichen selbst vorliegt, so kann man ^„ als eine 
gegebene Function von 

^ij <^ij ' • •» ^ni - und pj, ;?,, . • ., p^_^ 
annehmen. Es sei also 

4* 
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Nach Lagrange^B Bezeichnungsweise wird dann sein 

wo <p^ , gp^ , . . . wieder gegebene Functionen sind. 

Setzen wir nun in der bisher befolgten Weise 
dx^ = X^ dx^ -^ Ä^da -^ B^dh -^- Cj^dc -{- ' • • + Jtf^ dm 
dx^ = X^dx^ -\- A^da-^ B^dh + C^c^c + • • • • 
dx^ = X^dx^ + -igC^a + B^dh + C'g^c + 



• • 



♦ 



• • 



• • 



• • • • 



dz = Zc?% + C, c?a + ?j<^fe + Cjß^c + • • • • 
#« = P^dx^ + SI»^^ + ^^dh + e:,c?c + 

dPn^K = -P»-i dx^ + 2ln-.4 ^<* + ^n^i db + g^.^ de H , 

dann geht die vorgelegte Gleichung in die folgende über: 

= (PiX, +p^X^ + p,X, H \.p^_^Xn^^+Pn'--Z)dx^ 

+ {PiA +P%A+ +Pn--iA-i-^i)da 

+ {PiBi+PtB,+ +Pn^,Bn-i-^,)db 

+ [PiO, +PiG^ + +Pn^i <^n-i— bs)^c 



[117] Damit nun diese Gleichung von dXf^ und % befreit 
werde, muss man zunächst setzen 

Z=p^X^ +p^X^ +Ä^3 H Hi^n-, ^n-i +Pn • 

Ferner muss der Quotient 

TZriPiA+PtA-^ h Pn^i A-i — ?i) 

PiA+PiA-\ bPn-iA^i — ?i 

ungeändert bleiben, wenn man den Buchstaben Ä mit B, (7, 
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D, . . . und gleichzeitig ^^ mit tj, t,, C^, ... vertauscht. 
Es ist aber 



bx. 



[p, Ä^ +p^Ä^ -\ hi?n-i A-i — ^i) 



n 






+A^:-'+A^ + 









003« 



da 



da;„ 



+ A-, 



da;, 



n 



=p, .-~+p.'-f^ + 



hX. 



+ ^«- -^ 



n— < 



da 






+ AfP+^Z^ + -+ A-. 



ÖjP«-4 



n 



n 



hx 



n 









+ A 



ha 



ha 



X 



+^,^+...+A-i 



da 
^Pn-\ 



n 



hx 



n 



hx 



n 



^Pn 
ha 



^jrn v" Pt V ~-ft 



+A 



öa 
hp^ 



da 



X, 



'hx 
Andererseits ist 



+^,;-^+ 



+A-i 



^Pn-^ 
*»-' öa 



n 



b% ' ' --7* i 52J^ 



da 



ferner 



da ~^*' da""^*' •••' da —^"-^' 

, hx. , da;, , , , öa;^_, , , d« 

'^ida '^2 da '^«-i da '^^da 

^^i'i da ^^i'iöa ^ ^"^Pn-i ha 

+ Vp.^i + Vp,% + • • • + 9';„_,«n-. ; 



da;^ *' da;^ 



^„ 



daj, 



n 



da;. 



n 
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Mithin wird 



ö% 



{Pi^i+PiA+ hi^n-iA-i— ?i) = 



[118] Die Bedingung für den oben genannten Quotienten wird 
also erfüllt sein, wenn man setzt: 



1) 


X, 


- '/Pi 


2) 


X, 


<Pp, 


w— 1) 


-^n-) 


- 'f"p,-. 


n] 


P. 


— fpx^+Pi'p'z 


n+1) 


P^ 


— ^Px^+Pt^'s 


n+2] 

• • 


P. 

• • . 


— <Px,+Pi9z 



Nach einer früheren Gleichung wird dann 

Die Hilfsdifferentialgleichungen sind daher die folgenden: 

1) dx, = — cpp^ . dxn 

2) dx^ = — (pp^ . dx,, 



n—l) dx^_^ = — ^Pp^^_^ • dx^ 

n) dz={pn—p^cpp—p.JPp^^ Pn^ifPp^_,)dx^ 

n + 1) dp, = {(p'^^ + p, (p'^) dx^ 
n+2] dp,^ = ((/)' + p^cp'.) dx^ 



2n - 1) d]?^^, = [<Px,,^^ + Pn^i <l'z) ^^n • 
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Dieselbe hat man za integriren und so x^^ x^, ..., ^n-i? 
^1 Ptj Pi^ ' ' ' 1 Pn~^ durch oj^ und 2n — 1 willkürliche Con- 
stanten a, 6, Cj ß, .... auszudrücken (§ 2). Wenn man dann 
diese Ausdrücke [119] vollständig differentiiii; (wobei auch die 
Constanten als Veränderliche zu betrachten sind] und in die 
vorgelegte Gleichung einsetzt^ so geht dieselbe in eine gewöhn- 
liche Differentialgleichung in den genannten Veränderlichen 
a, ft, c, 6, . . . über. 

§ 17. 

Problem XIII. 

Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in 
2 m Veränderlichen in eine ebensolche Gleichung in 2 m — 1 
Veränderlichen zu transformiren. 

Losung. ^) 

Aus den Lösungen, die wir oben für 4, 6, 8, 10 Veränder- 
liche angegeben haben, wissen wir, dass 2 m — 1 Veränderliche 
der vorgelegten Differentialgleichung als Functionen der 2m-ten 
und 2m — 1 neuer Grössen, die ah Stelle jener einzuführen 
sind, ausgedrückt werden müssen. Betrachtet man diese neuen 
Grössen als Constanten, so ergeben sich die 2m — 1 Hilfs- 
differentialgleichungen, deren vollständige Integration die ge- 
suchten Functionen selbst liefert. Um aber diese Hilfsgleich- 
ungen zu bilden, braucht man 2 m — 1 Grössen, deren Werthe 
sich durch ebenso viele Bedingungsgleichungen bestimmen. Diese 
Bestimmung erfordert, wenn sie nach der gewöhnlichen Eli- 
minationsmethode behandelt wird, zu complicirte und mühsame 
Rechnungen, und selbst die allgemeinen Vorschriften, welche 
Bezout und Gramer betreffs der Elimination gegeben haben, 
scheinen im vorliegenden Falle wenig Nutzen zu bringen. Ich 
bin aber durch eine genauere Betrachtung der genannten Be- 
dingungsgleichungen und der Formeln, die man durch ihre 
Auflösung wirklich herausbekommt, zu zwei ziemlich einfachen 
und dabei allgemeinen Gesetzen gelangt, deren kurze Ansein^ 
ander Setzung hier genügen mag.*) 



*) Den Beweis dieser Gesetze, die ich durch ziemlich mühsame 
Kechnangen bestätigt habe, lasse ich hier ans, da er zn weit- 
schweifig ist, obwohl ich nicht zweifle, dass er sich kürzer machen 
lässt. 
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Erstes Gesetz für die Bildung der Hilfsdifferential- 
gleichungen. 

Wir wollen mit dem ersten Falle mit vier Veränderlichen 
beginnen oder mit der Gleichung du = Pdx + Qdy -^- Edp^ 
für die wir oben in § 4 folgende Hilfsgleichungen heraus- 
bekommen haben: 

dy PR^— RP^'f+ R'--- P'" 

d% ~ PQ"— P'"0 + OÄ'— Q'R-^- RP"— PR" 
dp_ Qpiv^pQiv+r^^Q^ 

dz ~ PQ'"— P"'Q+ QR'— Q'R + RP"-PR" 

dx ^ RQ^'f- QÄ^v+ Q"'- R" 

dz ~ PQ'"— P"'Q -f QR'— Q'R + RP"- PR" ' 

[120] Damit das allgemeine Gesetz deutlicher hervortritt, 
schreibe man die vorgelegte Differentialgleichung in folgender 
Form: = Ada + Bdb -f- Cdc + Ede, wobei die Buchstaben 
a, b, c, e mit denen, welche oben die durch die Integration 
der Hilfsgleichungen hineingekommenen Constanten bedeuteten, 
nicht zu verwechseln und daher diese Constanten mit andern 
Buchstaben, z. B. a, ßj y , ,.. oder a, , fc^ , c, , . . . , zu bezeichnen 
sind. Dann werden », y, Py z = a^ 6, c, e sein, femer 

P=_.^, Q=-i, R=-^, 
= L f^^ — B^) ■ Ebenso ist QR'— Q'R 



E^\ ba har E* \ ö6 hör 

PR^^- 2JPIV = l_h]^_o'^), R'- P'" = ^^ - ^ 

E^\ he her hx hp 

Mithin wird 

db 06 oe da oa öc de 

oc de da oa ob ob 
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Aehnlich kann man — und -=- ausdrücken. Lässt man jetzt 

de de ^ 

den Term Bdh fort und bildet die Gleichung = Ada -^- Ode 
+ Ede^ so drückt sich bekanntlich die Bedingung für die 
Integrabilität dieser Gleichung als einer Gleichung in drei Ver- 
änderlichen, wobei zwei als unabhängige angenommen werden, 
in folgender Formel aus: [Ihder^ Calc. Integr. Vol. III. p. 6) 

oe oe oa oa oe de 

Die rechte Seite der Formel (die wir hier nur zur Abkürzung 
zu Hilfe nehmen als einen bekannten, leicht zu bildenden 
analytischen Ausdruck) wollen wir mit dem Symbol (ACE) 
bezeichnen, wobei man die Reihenfolge der Buchstaben A^ G^ JE 
[121] zu berücksichtigen hat, so dass 

^ oc hc oa oa öe 



— ^^= —(ACE) 
oe ' 



und 



iEGA) = E'^-^--c'^^0'i-A'4-^A^-^ 

Ca oa de de hc 

^E-^ = -^lAGE) 
oc 

ist. In ähnlicher Weise ist der Nenner des Bruches, durch 

den sich — ausdrückt, mit (ABC) zu bezeichnen. Es ergiebt 
ae 

sich daher f^ = |^ oder = ^^ + ^^ • Ter- 

tauscht man in dieser Gleichung e und g, E und G (die Glie- 
der der vorgelegten Differentialgleichung können ja beliebig 
umgeordnet werden), so kommt 

- db , de ^ ^ dh , de 

= . ■ _^. + . ■ __■ oder = , . ^ ^ -j- 



[AEG) ' [AEB] (AGE) ' (ABE) 

Ferner ergiebt sich, wenn man in der früheren Gleichung e 
und a, E und A verti^uscht, 
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^ dh . da , ^ db , da 



(EGA) ' {EGB) (AGE) ' [BGE] 

Die drei Hilfsgleichnngen nehmen mithin folgende Form an: 

1) = ;-^^+ ^' 



[AGE] ' [ABE] 

2, = ,-;^,+ ^' 



[AGE) ' (^C5) 

^ dh , da 

3) = ,—77:=: + 



[AGE) ' (J5(7^)' 

wobei man bemerken kann, dass ans dem Nenner von db öie 
Nenner von de, de und da entstehen, indem man B für 
Gj E, A setzt. Dieselben Gleichungen lassen sich auch in 
folgender Form schreiben: 

1) ^^ da . de 



2) 



3) = 

[122] wo jetzt aus dem Nenner von da die Nenner von dc^ 
dßj db hervorgehen, indem man A für C, JB/, B setzt. 

Gehen wir jetzt über zu der folgenden Gleichung in sechs 
Veränderlichen : 

= Ada + Bdb + Gdc + Ede + Fdf+ Odg , 

so folgt aus dem in § 8 Bewiesenen ohne weiteres folgende 
Hilfsgleichung zwischen db und dg: 

db_ [AGE] ' [AFP) — (AGF)[AEO) + [AGO)(AEF) 
dg "" [AB G) . [AEF] — [ABE) [A GF) + [ABF) [A GE) 

oder 

db 



[BGE) 


' [BAE) 


da 

[BGE) 


1 de 

'^ [BGA] 


da 

[BGE) 


db 

'^ [AGE)' 



= 



4- 



[AGE)[AFG) — [AGF)[AEO) + [AGO)[AEF) 

dl 

[AGE)[AFB) — [AGF)[AEB) + (AGB)[AEF) 
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Vertauscht man a and 6, A und B^ so kommt 



= 



da 



+ 



[BGE)(BFQ) — [BGF)[BEO) + {BCO)[BEF) 

dg 

(BGE][BFA) — [BCF)[BEA) 4- (BCA)(BEF) 



Vertauscht man hier wieder c und g, G und G, so kommt 



= 



da 



+ r. 



[BGE)[BFG) — [BGF)(BEG) + (BGG](BEF) 

de 



oder 



= 



[BQE)(BFA) — [BGF)[BEA) + [BQA)[BEF) 



da 



+ 



[BGE)[BFG) — [BGF){BEG) + [BGG){BEF) 

de 

[BAE)[BFG) — {BAF)[BEQ) + [BAG)[BEF) 



Auf ähnliche Weise findet man eine Gleichung zwischen c^a, 
c?6 und da, ti/*. Es ergeben sich mithin folgende vier Hilfs- 
gleichungen: 



1) = 



da 



+ 



[123] 
2) 



(BGE)(BFG) — [BGF][BEG) + [BGG][BEF) 

de 

{BAE)[BFG) — [BAF){BEG) + (BAG]{BEF) 



da 



+ 



3) = 



(BGE){BFG) — (BGF)(BEG) + (BCG){BEF) 

de 

[BGA)[BFG) — [BGF)[BAG) + (J56YiJ( i^J^ 



(Za 



+ 



(BGE)[BFG) — (BGF)(BEG) + (BGG){BEF) 

_df 

[BGE)[BAG) — {BGA)[BEG) + [B~GG)[BEA) 
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4) = 



+ 



da 

[BG~Ej[B¥QY-^[BCF)(BE(}y+ (BGG)[BEF] 

_ dg 

[BGE](BFÄ) — [BGF)[BEÄ] + [BGA){BEF) 



Hier gehen aus dem Nenner von da die Nenner von dc^ 
de^ df, dg hervor, indem man A für (7, E, F^ O setzt. Dieses 
Gesetz erleidet eine Ausnahme bei der Differentialgleichung 
zwischen da und db. Diese Gleichung lässt sich aber ohne 
weiteres aus jeder von den vier obigen ableiten, z. B. aus der 
ersten, wenn o und ft, G und B miteinander vertauscht wer- 
den, woraus sich ergiebt 

da 

Igbe](gfg)—(gbi 

5) = 



+ 



[GBE][GFG) — [GBF)[GEG) + [GBG][GEF) 

dh 

[GAE)[GFG) — [GÄF)[GEG) + {GAG)[GEF) 



In ähnlicher Weise kann man auch die Gleichungen 2), 3), 4) 
aus 1) ableiten. Aber ein wesentlicher Unterschied ist darin 
zu erkennen, dass bei Vertauschung von c mit e, f^ g\ G mit 
E^ F^ G der Nenner von da nur sein Zeichen ändert, während 
bei Vertauschung von c und h der Nenner selbst geändert wird. 
Deshalb erscheint die oben angegebene Art die Gleichungen 
2), 3), 4) abzuleiten als einfacher. 

Schreiten wir fort zu der folgenden Gleichung in acht Ver- 
änderlichen: 

= Ada -t- Bdh -}- Gdc -f- Ede + Fdf-^ Gdg + Hdh + Idi. 

Dann werden die Hilfsgleichungen folgende sein 

^ da , de 

1) ^ = ¥ + -s 

^N ^ da . de 

2) <> = ¥ + ¥ 

da df 
[124] 3) = ^ + -^ 

,. r. da dg 

*) « = ¥ + ® 
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da dk 

'^ ^ = ¥ + ^ 

da , di 

da db 
7 = — -4- — • 

Das oben ausgedrückte Gesetz wird hier auch beobachtet, 
dass nämlich die Nenner von dc^ de^ df^ dg^ dh^ di, d. h. 
K, @, 3, @, ^, 3) a^s döDi Nenner 21 von e^a entstehen, 
indem man Ä für C/, E^ F^ ö, £r, / setzt. Die siebente 
Gleichung entsteht aber aus der ersten, indem man in der- 
selben c und 6, C und j9 mit einander vertauscht. Es bleibt 
also nur übrig, den Nenner 31 zu bestimmen und sein Bildungs- 
gesetz zu ermitteln. Man findet aber nach gehöriger Aus- 
führung der Rechnungen, wenn man die gemeinsamen Factoren 
in den Hilfsgleichungen fortlässt und die sich gegenseitig auf- 
hebenden Glieder beseitigt, 

(BGE)(BFO)[BHI) — (BGE){BFH){BGI) 
+ (BCE)(BFI}(BGH) — [BGF)[BEG){BHI) 
+ (BGF)(BEH)(BGI) — [BGF)[BEI][BGH) 
+ (BGG]{BEF)[BHI) — (BGG)(BEH)[BFI) 
+ [BGG][BEI)[BFH] — [BGH){BEF)(BGI) 
+ {BGH){BEG)[BFI) — (BGH)[BEI)[BFG) 
+ (BGI)[BEF)(BGH) — (BGI)[BEG)[BFH) 
y + [BGI){BEn)[BFG). 

Nimmt man den Buchstaben B fort, so umfassen die Glieder 
dieses Ausdrucks diejenigen Permutationen der übrigen Buch- 
staben (7, E, Fy G, H, T (mit Ausnahme von Ä), welche 
sich unter folgender Einschränkung vornehmen lassen: In jeder 
Complexion (z. B. G, Gy E, 5, F, I im achten Gliede von 91) 
sind der erste, dritte, fünfte Buchstabe (z. B. (7, E, F), all- 
gemein alle an einer ungeraden Stelle befindlichen Buchstaben 
unter sich wohlgeordnet, und jeder an einer geraden Stelle 
stehende Buchstabe (G, H^ I) kommt in der alphabetischen 
Reihenfolge später als der Buchstabe an der nächstvorher- 
gehenden ungeraden Stelle ((7, JE7, F), Ordnet man diese 
Formen richtig an, d. h. nach lexicographischer Reihenfolge 



91 = 
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(z. B. C, O, E, H, F, I vor (7, G, E, 7, F, H), so wechseln 
die Vorzeichen der Glieder ab. Dieses beschränkende Gesetz für 
die Permutationen lässt sich auch so aussprechen: Theilt man 
die einzelnen Complexionen in Dyaden oder Klassen [125] von 
je zwei Elementen, so müssen die Dyaden sowohl hinsichtlich 
ihrer Elemente als auch unter einander wohl geordnet sein. 

Nach demselben Gesetz wird nun allgemein für beliebig 
viele Buchstaben oder für Gleichungen in beliebig vielen Ver- 
änderlichen der Nenner von da gebildet, und da das Gesetz, 
nach welchem die übrigen Nenner aus diesem abgeleitet werden, 
auch noch immer gilt, so kann man in der auseinandergesetzten 
Weise die Hilfsgleichungen allgemein bilden. Ein ziemlich 
bequemer combinatorischer Process, durch den sich die oben 
genannten Permutationen ergeben, ist folgender: Die Buch- 
stäben ^ deren Permutationen unter der oben erwähnten Ein- 
schränkung man sucht, seien a, 6, c, e, ..., ä;, Z, w, n. 
Nehmen wir an, die Permutationen der Buchstaben c, e, . . . , 
m, n unter Ausschluss von a und h seien gefunden. Dann 
setze man 1) vor diese einzelnen Permutationen oder Com- 
plexionen die Binion a, 6, 2) bilde man aus dieser ersten Reihe 
eben so viele neue Complexionen, indem man h und c ver- 
tauscht, 3) aus diesen wieder andere, indem man c und d 
vertauscht. So fortfahrend bilde man aus jeder Reihe von 
Complexionen eine neue, indem man einen Buchstaben mit 
dem nächstfolgenden vertauscht, bis zuletzt m und n mitein- 
ander vertauscht werden. Auf diese Weise erhält man alle 
Permutationen der Buchstaben a, 6, c, ..., m, n^ welche 
die erwähnte Einschi'änkung zulässt. Es ist klar, dass, wenn 
man mit den Buchstaben m, n beginnt, von diesen zu ä;, Z 
fortschreitet und so weiter, die gesuchten Permutationen dabei 
schliesslich in der involutorischen Form (nach Hindenburg\ 
Bezeichnung) gefunden werden. 

Der Erwähnung würdig scheint es, dass die Anzahl der 
genannten Permutationen für 2n Elemente durch das Product 
der ungeraden Zahlen 1, 3, 5, . . . , {2n — 1) ausgedrückt 
wird, während nach einer allgemein bekannten Formel die 
Anzahl aller möglichen Permutationen gleich 1.2.3.4 2n*) 



*] Beiläufig füge ich folgenden allgemeineren combinatorischen 
Satz hinzu. Wenn a . n Elemente unter der Einschränkung per- 
mntirt werden, dass bei Zerlegung der einzelnen Complexionen in 
Klassen von a Elementen diese Klassen sowohl binsichtlich ihrer 
Elemente als auch unter einander wohl geordnet sind, so wird die 
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ist. So besteht bei der Differentialgleichung in zehn Ver- 
änderlichen (§ 14) 

= Ada + Bdb + Cdc + Ede + Fdf+ Qdg + Hdh 
H- Idi + Kdk + Ldl 

der Nenner 21 aus 105 = 1.3.5.7 Gliedern, von deren 
Entwickelung ich hier der Kürze wegen absehe. 

[126] § 18. 

Fortsetzung. 
Zweites Gesetz für die Bildung der Hilfsgleichungen. 

Die bisher angegebenen Formeln für die Nenner 21, 93, 
©, . . . bestehen aus Gliedern, die selbst Producte von nicht 
einfachen, sondern aus sechs Bestandtheilen zusammengesetzten 
Factoren sind. So ist z. B. der Factor [BGE) gleich 

de de öo öo oc oc 

= ß(7iv __ (7^iv ^ CE" — EG" + EB" — BE"\ 

Wir unterscheiden nämlich die Ableitungen der Grössen Ä^ 
B, C, , . , in der oben befolgten Weise durch Indices, z. B. ist 

^ = a', ^ = C", 1^ = C", 1^ =ai^ u. s. f. derart, dass, 
oa ho oc de ' 

wenn man sowohl den grossen als auch den kleinen Buchstaben 

(6^, c) der alphabetischen Reihenfolge nach numerische Indices 

ertheilt, ein einem grossen Buchstaben beigefügter Index den 

Differentialquotienten desselben bezeichnet, wobei derjenige 

kleine Buchstabe als Veränderliche zu betrachten ist, welchem 

jener Index zukommt. So ist z. B. C^^ = — , weil der 

numerische Index des Buchstaben e gleich 4 ist. 



Anzahl der Permutationen gleich ^ e^ o — —rri 8öi°- Für 

(1 . 2 . o . . . «)" 

« . t- i_ . -. in -\- 1) [91 -i- 2) . . . 2n ^„ , ^ 

« = 2 ist zu beachten, dass \ n ^ — 4ö 1\ — = ^ ist, woraus 

1 .6 .0 ... [2 n — 1) 

sich für diesen Specialfall der einfachere Ausdruck durch das Pro- 

duet der ungeraden Zahlen ergiebt. 
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Wenn nun jene ans zusammengesetzten Factoren bestehen- 
den Produete durch wirkliche Multiplication entwickelt werden, 
so nehmen die erwähnten Ausdrücke der Nenner andere Formen 
an, deren Glieder jetzt aus Producten einfacher Factoren be- 
stehen. Bei der Differentialgleichung in vier Veränderlichen 

= Äda + Bdb+ Cdc + Ede 

sind die Hilfsgleichungen nach dem oben Bewiesenen folgende: 

da 



1) = 



+ 



5(7iv_ CB^'^+GE"'- EC"+ EB"'— BE'" 

db 



^Civ — (7^iv ^ CE' — EC + EA!" ~ ÄE'" 

[127] oder, wenn man die Glieder anders ordnet, 

da 
B[C^y — E'") — G[B^^ — E") + E(B"' — G") 

db 



= 



^"*" ^((7iv - £"") - a(^iv - E') + E[Ä" - C") 

da 



2) = 



+ 



3) = 



B(G^y — E"') — (7(^1^ — E") + E{B"' — C) 

de 

j5(Civ _ ^''') _ (-(j^iv _ E") + E[B"' — G") 

de 

[ + ~B{G'~^^^"') - G[B' — Ä') + Ä[B'" - ay 



In diesen drei Gleichungen gehen die Nenner von db^ de, de 
aus dem Nenner von da dadurch hervor, dass man A fftr 
Bj (7, E setzt und zugleich den Index von Äj d. h. I, für 
die Indices von B, G, E, d. h. für II, III, IV. Dieses Gesetz 
aus dem ersten Nenner, dem von da, die übrigen abzuleiten 
gilt in gleicher Weise für beliebig viele Buchstaben a, b, c^ e, f, 
g, h, u. s. w., und zwar für alle Hilfsgleichungen ohne jede 
Ausnahme, wie sie bei der früheren Bildnngsregel (§ 17) für die 
Gleichung zwischen da und db zu beobachten war. Es ist daher 
nur zu entwickeln, wie man den Nenner von da zu. bilden hat. 
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Bei der Gleichung in sechs Veränderlichen 

= Äda + Bdh + Gdc + Ede + Fdf+ Qdg 
seien die Hilfsgleichungen 

1) = - + -- 

^ "-91 + 3 

[128] Dann wird der Nenner 31 sein 

^ \+iPiV(7Vi_7P"'^vi_[. jp"' QiY^ (?iv(7v+ Q"'E'^— &"F^y 

^^[^r^B^^^ — F"^^^^^'^"-- G"'B'^+ G"CV— (?"F'7 

m^G^'-B"'E'f + B"'F'^'f— G^'^B'f'i- CE"^ — G"F^'^\ 
"*" \+ E^B'f — ^" CV + E"F" — 7^^"' J51V + F" (;iv _ tp^t^;" J . 

Diese Ausdrücke umfassen, wenn wir nur auf die Buchstaben 
By Gj Ej Fy G achten, alle Temen derselben mit Permutationen 
oder die dritte Classe der in der Combinationslehre sogenannten 
Variationen, und zwar wohlgeordnet. Wie die Vorzeichen sich 
verhalten, ist klar: Sie alterniren in doppeltem Sinne, einmal 
nach den Factoren B, (7, E^ F, G und dann nach den einzelnen 
Gliedern, die diese Factoren enthalten. Was die numerischen 
Indices der Buchstaben anbetrifft, so sind in jeder Complexion 
oder in jedem Producte diejenigen Indices in der natürlichen 
Reihenfolge vereinigt, welche den in diesem Producte fehlenden 

OBtwald'8 Klassiker. 129. 5 
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Buchstaben (immer mit Ausschluss von A) zukommen. Der 
erste Buchstabe jedes Productes hat keinen Index. Z. B. werden 
in den Producten BEG, BOE, EBG, EOB, GBE, GEB 
dem zweiten und dem dritten Factor die Indices der Buch- 
staben C, F beigefügt, die in diesen Producten nicht vor- 
kommen, d. h. die Zahlen III, V. Ebenso umfasst bei der 
Differentialgleichung in acht Veränderlichen 

= Ada -f- Bdh + Cdc + Ede -(- Fdf+ Gdg + Ildh + Idi 

der Nenner 81 alle Quaternen der sieben Buchstaben 5, C\ 
JE', f\ G, H^ I mit Permutationen. Bei der Gleichung in 
10 Veränderlichen 

= Ada + Bdb -\ \- Kdk + Ldl 

enthält der Nenner alle Quinen der neun Buchstaben J9, C, . . . , 
Ky L mit Permutationen. Allgemein besteht bei einer Diffe- 
rentialgleichung in 2n Veränderlichen der Nenner von da 
oder 91 aus allen Variationen der 2w — 1 Buchstaben B^C^E^ ,.. 
(mit Ausschluss von A) zur w-ten Classe. Die Vorzeichen der 
Glieder (vorausgesetzt, dass die Classe wohlgeordnet ist, d. h. 
dass die einzelnen Complexionen in lexicographischer Ordnung 
aufeinander folgen) [129] und die mit den Buchstaben zu ver- 
bindenden numerischen Indices befolgen das oben angegebene 
Gesetz. Ebenso ist aus dem vorhin Gesagten klar, wie sich 
aus dem ersten Nenner 91 die übrigen ableiten lassen. Den 
Uebergang von der ersten Bildungsregel (§ 17) zu unserer 
zweiten und die Bedeutung dieser wird folgendes Beispiel 
zeigen. Bei der Differentialgleichung in acht Veränderlichen 
besteht der Nenner von da nach der zweiten Regel aus 
7.6.5.4 = 840 Gliedern. So gross ist die Anzahl der 
Quaternen aus sieben Elementen mit Permutationen. Nach 
der ersten Regel besteht der Nenner von da nur aus 15 Glie- 
dern. Wenn man aber die Producte von drei Factoren, deren 
jeder aus sechs Theilen besteht, entwickelt, so liefert jedes 
Product 6.6.6 = 216 Bestandtheile. Mithin steigt die Glieder- 
zahl des Nenners nach dieser Entwickelung auf 15.216 = 3240. 
Diese Glieder ziehen sich jetzt auf Grund der zweiten Regel 
sicher auf 840 zusammen, indem die übrigen 2400 sich gegen- 
seitig aufheben. Das lässt sich durch wirkliche Ausführung 
der Rechnung bestätigen. 
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§ 19. 

Obwohl die bisher auseinandergesetzte Methode eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung in 2 w Veränderlichen auf eine 
ebensolche Gleichung ia 2n — 1 Veränderlichen zu reduciren 
in derselben Weise auf jede Zahl von Veränderlichen, auch 
auf eine ungerade, ausdehnbar zu sein scheint, zeigt doch 
eine genauere Betiachtung das Gegentheil. Sie lehrt nämlich, 
dass eine Gleichung in 2 w + 1 Veränderlichen im allgemeinen 
nicht auf 2n Veränderliche reducirt werden kann, sondern 
dass erst dann diese Reduction möglich ist, wenn eine gewisse 
Relation zwischen den Coefficienten der Differentialgleichung 
besteht. Es mag genügen, dieses bemerkenswerthe Phänomen 
durch zwei Beispiele zu erläutern. 

Folgende Gleichung in drei Veränderlichen sei vorgelegt: 
dz = Pdx + Qdy^ wo P, Q gegebene Functionen von x, y, % 
sind. Wenn wir nun versuchen wollten, nach der bisher an- 
gewandten Methode diese Gleichung auf eine Gleichung in zwei 
Veränderlichen zu reduciren, so ist zu setzen 

dx = Xd% -f- xda -f- y^ dh 
dy = Ydz -{^ rjda -\- iq' dh . 

Dann geht die vorgelegte Gleichung in folgende über 

= (PX+ Or- \)dz + [Px + Qr])da + (P/+ Qri')db, 

Soll dieselbe von dz und z befreit werden, so muss man setzen 

[130] 

1) PX+QY= 1 ö ö 



^•.^(^)— 



\Z 



V 



Px 



Es ist aber 






Px'+Qi' 



^■{PX + Qri)={ 



-^<^^ 















da da 

^ hP ^ hQ 



-[PX+QY)-X^-^ 

^ öa 



da 



— r 



ha 



h: 
bP 



hz 



bp 









ÖP 



-X^-Y^ + XTz + 'r- 



da 



da 



)Z 



hQ 
hz 
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Da P und Q Functionen von x^ y und z sind, so sei 

dP = P'dx + P"dy + P"'dx. 
dQ = Q'dx + Q"dy + Q'" dz . 

Dann wii-d sein ^ = P' ^ + P"^ = P';^ + P" r) , 

da da da 



d;^ d;^ d 



/V 



Aebnlicli drücken sich, wenn man P mit vertauscht, ^— , t— 
aus. Es ergiebt sich daher "'^ *^ 

Px + Qri ~ Px + Qn 

^ [(P"- C) r+ P"n x+ i (Q- n^+ Q'"]'? 

Px+Qi 

In derselben Weise drückt sich, wenn man Xi •? ™it Zi •?' 

^(PZ'+O'?') 
vertauscht, der Quotient ^^ , — 7—7 — aus. Er wird dem ersten 

Px + Qv 

gleich sein, wenn man setzt -^r = ^^ ^ 

oder ^ ^ 

(C>' — P") PX—iP"— Q') QY+ PQ'"— P"'Q =-- . 

Diese Gleichung ist zur Bestimmung der beiden Unbekannten 
X, Y mit der früheren 1) PX+QY= 1 zu verbinden. 
Entnimmt man aber aus dieser PX =1 — QY und setzt es 
in die andere Gleichung ein, so fällt aus ihr auch Y heraus. 
Es wird nämlich 

[131] o'-p"_o(o'-p")r-(P"-o')or+PO'"-p'"o=o, 

d. h. Q'- P"+ PO'"- P"'Q = 0. 

Dies ist die Bedingungsgleichung, d. h. die Relation, welche 
zwischen den Coefficienten P, Q der vorgelegten Gleichung 
bestehen muss, damit dieselbe auf eine Gleichung in zwei 
Veränderlichen reducu-bar sei. 
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Diese Bedingnogsgleielning lautet, wenn man die üblichen 
Symbole benutzt, 

= 'ß--'^ + p'ß-Q'P 






^x hy hz h: 

Sie stimmt genau überein mit dem bekannten Kriterium für 
die Integrabilität der Gleichung dz = Pdx + Ody, betrachtet 
als Gleichung in den drei Veränderlichen Zy x, y^ von denen 
eine eine Function der beiden andern sein soll, die mitein- 
ander durch keine analytische Beziehung verbunden sind (§ 17). 
Dass aber eine Differentialgleichung in drei Veränderlichen, 
die in diesem Sinne integrabel ist, d. h. jenem Kriterium ge- 
nügt, auf eine Gleichung in zwei Veränderlichen reducirt 
werden kann, lässt sich mit andern Hilfsmitteln beweisen. 

In ähnlicher Weise werde die Differentialgleichung ip fünf 
Veränderlichen 

dv = Pdx -}- Qdy + Bdz + Sdu , 

wo Pj Qy Bj S gegebene Functionen von a:, ^, ;;;, u, v sind, 
behandelt. Um diese Gleichung in eine Gleichung in vier Ver- 
änderlichen Uy by Cy 6 za transformiren, wollen wir setzen: 

dx = Xdu + x<^<^ + X^<^^ + x"^^ + x"^^ 7 
dy = Ydu -i- rjda-{-rj'db -{- Tf'de + if de , 
dz = Zdu + tda -f- t' dh + 'C" de + i;'" de , 
dv= Vdu -\-\>da-^\)'dh + \)"dc-\-\)"'de. 

Dann geht die vorgelegte Gleichung in folgende über: 
0= (V-^PX— QY--BZ'-S)du 

+ (ö - P;^ - 0»? - BC)da+{t)''-- Px'- Qrf- Bt:')db 

Soll diese Gleichung von du und u befreit werden, so muss 
man setzen 

1) r= PX+QY+BZ+S. 

^[^-Px-Qn-m 

[1321 Ferner muss der Quotient = 7^ =-^— der- 

^ ^ \) — Px — Qrj — BU 

selbe bleiben, wenn man für ö, Xi Vi ^ 



^',x\v', C; ö", /, »?", r; t,'", /', V", C 



y/'f 
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setzt. Es ist aber j— (t) — P^ ~~ 9*? — ^?) = 

ou ou hu ou ou ' ou du 

hV ^hX ^hY ^hZ hP hQ ^hR 

= p Q E ^ rj C-r— 

oa oa oa da ou ' ou ou 

oa^ ^ oa oa oa 

^ hu ^hü ^^ 






hS^hPhQ^,.hR hP hQ ,.ÄÄ 

oa oa oa oa ou * ou ou 

Da P, Qy P, S gegebene Functionen von x, y, t, w, v sind, 
so wollen wir setzen 

dP = P'dx + P"dy + P"'dx + piv^w + P'^dv 

und in ähnlicher Weise dQ^ dR^ dS ausdrücken. ' 

Dann wird sein 

^^ = P'x + P"r] + P'" L + PVö 



ha 
hP 



= p'x + p"Y+ p'^'z + p^"^ + pvr. 



hu 

und ähnliche Ausdrücke erhält man für die übrigen Ableitungen 
nach a und nach u. Setzt man dieselben ein, so wird 

^(t)-P.-0^-PC) 

= {S' + YQ' +ZRf —P"Y—P'"Z'-P'^V-'P^'^]x 
+ [S' +XP"+ZR!' - Q'X- Q"'Z- Q^Y- O^V) j^ 
+ {S"+XP'"-\-YQ"—R'X — R"Y — R^V^R^'^)l: 

+ {>sv+ xpv+ ro^ + zpv) t) . 

h 



Mithin wird die auf den Quotienten 



^Jt>-Px-Qri-Iili) 



ü-Px-Qrj-RC 
bezflgliche Bedingung erfflllt sein, wenn wir folgende drei 
Gleichungen annehmen: 



4) 
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^' ( = ^' + YQ' +ZB' - P"Y - P" Z -- P^'f — P'^V 

^^ I = S" 4- ZP" + Zi2" -Q'X- Q'"Z- O^v _ gvp- 

— ^(5^4- P'^X^ Q'^Y+R'^Z) 

= S"'+ XP'"+ YQ'"— R'X^ R"Y— i^iv - Ä^F. 

Verbindet man diese Gleichungen mit der früheren 1), so 
scheint es, als ob dadurch die vier unbekannten Grössen [133] 
X, y, Z, V bestimmt werden. Geht man aber wirklieh an 
die Rechnung und setzt sie bis zum Ende fort, so führt die 
Elimination, da die Unbekannte aus der Rechnung herausfällt, 
zu folgender Bedingungsgleichung: 

(r^v <^ _ Q^y ^ Qiv _ ,s'") [PR^ ^pypj^R'^ p'") 

0= - (pV^_p,SV + piV_ 5f')(ypV_ QYJi^Jl"^ Q'") 
I - [R^S- P.S^V+ /^lV_^"')(pQV_ pVQ^ Q'__ P-). 

Es wird daher die vorgelegte Gleichung in fünf Veränderlichen 
erst dann auf eine Gleichung in vier Veränderlichen reducirt 
werden können, wenn diese Relation zwischen ihren Coeffi- 
cienten stattfindet. Ebenso kann man für sieben, neun, . . . 
Veränderliche schliessen. Das allgemeine Gesetz der Be- 
dingungsgleichung für 2n+l Veränderliche, die erfüllt sein 
muss, wenn die Differentialgleichung auf 2n Veränderliche 
reducirbar sein soll, (ein Gesetz, das sich ähnlich wie bei den 
oben in §§17, 18 auseinandergesetzten Formeln ausdrücken 
lässt) und die übrigen Folgerungen, die sich aus dieser merk- 
würdigen Beobachtung ziehen lassen, übergehe ich hier.^) 

§ 20. 

Problem XIV. 

Die vollständige Integi'ation der partiellen Differential- 
gleichungen auf eine einfachere Form zu bringen. 

LSsnng. 

Es sei dz = p^ dx^ + p^ dx^ -}- Pz ^^3 + *•*. + Pn^^n 
(§ 16), und es werde eine Relation zwischen den Veränder- 
lichen z^ x^, x^y . , . j Xf^ und den Ableitungen i?4 , i?, , . . . , i?n 
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als gegeben angenommen, mit deren Hilfe sich p^ durch die 
übrigen Grössen ausdrücken lässt. Dann ist ans der obigen 
Auseinandersetzung bekannt, dass die vollständige Integration 
dieser partiellen Differentialgleichung sich in Gleichungen von 
folgender Form ausdrückt: 

1) F[Xj x^j iTj, . . . , Xn) Pij Pij ' • ' 1 Pn-i) 

I /(;t , a;^ , , aj^, p^^ , l^n-i) ? 

l » / n — 4 (^ > ^4 > • • • ) Pn—i } 

2) F,{z, x^, ..., jp^_,) = ip'f 

3) F^[x, X,, ..., j?„_,) = i/;^^ 



[134] Setzen wir nunmehr 

/« (^) ^1 7 ) Pn-i) = ^« 



fn — iV^t ^17 ? Pn^\) — ^ 



n-4 7 



so können wir uns mit Hilfe dieser n — 1 Gleichungen die 
Grössen p^^ p , , . . . , p^_^ durch x^ x^, . . . , x^ und durch 
k^, Ä;,, ..., Ä;„_^ ausgedrückt denken. Alsdann gehen auch 
die mit F, F^^ i^,, . . ., i^n_4 bezeichneten Functionen in 
bekannte Functionen eben jener Grössen z^ x^^ • • • 7 ^n? 
^17 ^47 •••? ^n-« über, und wir wollen diese Functionen 
durch f5, g^ , ^, , fjg, . . . , g^_j ausdrücken. Die Integral- 
gleichungen werden daher folgende Form erhalten: 

1) g(;^, iKp a;,, . .., a;^, ^^7 '^47 •••7 %-i)^^ V^l^'i? ^17 • "j %-i) 

2) St (^ 7 ^1 7 • • • 7 ^n-4 ) = V^l-j 

^) 04(^7 ^17 • • • 7 %-i) = 'A/Cj 



1^2 



w) Sn-1 (^7 a;», . . . , Ä;^.J = xpu^^^ . 
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Es bestellt nun zwischen den mit g, 3,, g,, ..., Sn-4 
bezeichneten Fonctionen eine einfache nnd bemerkenswerthe 
Relation, mit deren Hilfe man aus der ersten Function die 
übrigen leicht bestimmen kann. Zu dieser Relation bin ich 
geführt worden durch eine genauere Betrachtung der Beziehung 
zwischen den Integralgleichungen und der vorgelegten Diflfe- 
. rentialgleichung , d. h. der Art und Weise, wie jene diese 
erfüllen. 

Diflferentiirt man nämlich die Gleichung 1), so erhält man 

Mithin wird, wenn man iüY xp^ , ip^ , , . , , ip^ ^ die aus 

den Gleichungen 2) , 3) , . . . , n) hervorgehenden Werthe ein- 
setzt, die wir der Kürze wegen nur durch die Functiofls- 
zeichen [13ö] g, , g^, gj, ..., g^., darstellen wollen, 

Diese Gleichung, welche schon von der willkürlichen Function 
befreit ist, muss mit der vorgelegten Differentialgleichung 
dz = p^dx^ -i-Pidx^ -j- . . . ^p^dxy^ identisch sein. 

Diese Uebereinstimmung ist offenbar nothwendig, wenn wir 
an die ganze oben gegebene Darstellung der Integration von 
Differentialgleichungen in beliebig vielen Veränderlichen denken, 
zu denen auch unsere partielle Differentialgleichung zu rechnen 
ist. Wenn nämlich die Zahl der Veränderlichen in einer vor- 
gelegten Differentialgleichung ungerade ist, dann folgt die er- 
wähnte Uebereinstimmung oder Identität unmittelbar aus dem 
Früheren, da die Differentiation der ersten Integralgleichung, 
wenn man die Werthe aus den übrigen Gleichungen einsetzt, 
die vorgelegte Differentialgleichung selbst hervorbringt. Das- 
selbe gilt aber auch bei einer geraden Zahl von Veränder- 
lichen, und zwar deshalb, weil die Differentialgleichung in 
2n Veränderlichen in eine andere mit ihr vollkommen gleich- 
werthige in 2n — 1 Veränderlichen transformirt wird. Dies 
vorausgeschickt leitet man folgende identische Gleichungen ab: 

kl = So ^4 ~ ^i » S4 = ^3 7 • • • > ^4-1 ^ ^^-^ ' 
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Man kann daher die mit g, , S'i > • • • » Sn-« bezeichneten 
Functionen aus der ersten durch den Buchstaben 2f darge- 
stellten dadurch ableiten, dass man diese nach Z;^ , /c^, . . ., /r.^_j 
diflferentiirt. Mithin lassen sich die Integralgleichungen in der 
folgenden einfachen Form schreiben: 

1) 3p, Xj^j x^j . . . , Xf^J Ä^j , /Cj , . . . , %— i / ^^ V^ {"^4 7 ^1 > • • • ? '"^n— 4 j . 

4) 54 = ^/^4 



[136] Aus diesen Gleichungen kann man die vollständige 
Lösung der partiellen Differentialgleichung sofort und unmittel- 
bar in allgemeiner Form ableiten. Denn indem man die mit 
ifj bezeichnete willkürliche Function unbestimmt lässt, kann 
man von den n + 1 Veränderlichen z, ic^ , . . . , x^j welche 
die vorgelegte Gleichung enthält, n Veränderliche durch die 
{n -{- l)-te und die n — 1 unbestimmten Grössen k^jk^,...y 
AJn— 4 °^^* Hilfe jener Integralgleichungen ausdrücken. Solche 
allgemeinen Ausdrücke, die die willkürliche Function selbst 
enthalten, kann die frühere Form der Integralgleichungen 
nicht liefern. Denn aus diesen Gleichungen kann man die 
Grössen Pij p^, * - - j Pn—i ^^^t dann eliminiren und dadurch 
die Gleichung zwischen den Veränderlichen z, x^, . . . , a;„ 
selbst ermitteln, wenn man an Stelle der mit xp bezeichneten 
willkürlichen Function eine ganz bestimmte Function annimmt, 
was in jedem Falle nur eine particuläre Lösung als Kesultat 
liefert. 

üebrigens lassen sich auf Grund der hier angegebenen 
einfacheren Form auch die Ableitungen p^, p^^ • . . , Pn durch 
dieselben n unbestimmten Grössen ausdrücken. Da nämlich 
die Gleichung = dz -^'^^ dx^*%l^ -j- . . . -l. dx^ • g^ mit 

der Gleichung dz = p^dx^ -i-p^dx^ -[-... ^ p^^dx^ identisch 
ist, so muss sein 

Sa?! ^x^ "a;^t 

Pi--^^ i'i- c^, , ■■■, Pn- g, 
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Die Anwendung der oben auseinandergesetzten Methode 
auf Beispiele, die dieselbe mehr illustriren, verschiedene daraus 
hervorgegangene Beobachtungen, die Auseinandersetzung von 
specielleren Methoden, durch welche man gewisse Fälle leichter 
erledigen kann, (so auch eine etwas andere Methode partielle 
Differentialgleichungen in vier Veränderlichen zu integriren, 
auf die ich gekommen war, bevor ich die allgemeine auf be- 
liebig viele Veränderliche bezügliche Methode gewonnen hatte), 
dies und anderes übergehe ich jetzt, damit diese Abhandlung 
nicht zu lang wii'd. 



Anmerkungen, 



Johann Friedrich Pfaff wurde am 22. December 1765 in 
Stuttgart geboren. Im Jahre 1788 erhielt er eine mathema- 
tische Professur in Helmstedt und wurde 1810 nach Halle 
berufen. Er starb am 21. April 1825. Die Zahl seiner 
mathematischen Publicationen ist nicht gross. Aber schon die 
eine Arbeit, welche in dem vorliegenden Bändchen zum ersten 
Male in deutscher Sprache wiedergegeben wird, sichert ihm 
für alle Zeiten einen Platz unter den grossen deutschen Mathe- 
matikern. In der That löst er hier als erster das Integrations- 
problem der partiellen Differentialgleichungen in voller All- 
gemeinheit, ein Problem, an welchem so grosse Männer wie 
Euler ^ Lagrange und Monge vergeblich ihre Kräfte versucht 
hatten. Factisch leistet aber Pfaff in dieser Arbeit noch mehr. 
Er entwickelt darin eine Theorie der totalen Diflferential- 
gleichungen, die immer mit seinem Namen verknüpft bleiben 
wird. Hatte doch EtUer solche Gleichungen, wenn sie nicht 
unbeschränkt integrabel sind, als absurd betrachtet und Mojige 
nur in einem speciellen Sinne von ihrer Integi*ation gesprochen. 
Das Problem, welches den Kern dieser Theorie bildet, das 
jetzt so genannte Pfaff ^ sehe Problem, hat seit Pfaff ^s Zeiten 
die hervorragendsten Mathematiker beschäftigt, unter denen wir 
nur Jacohi^ Clebschj Frohenius^ Lie nennen wollen. 

Wir wollen kurz zeigen, wie man von dem Integrations- 
problem der partiellen Differentialgleichungen zu der Problem- 
stellung Pfaff\ gelangt. In speciellen Fällen hatten schon 
Euler und Lagrange anstatt einer vorgelegten partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

(1) i'i = 9^ Fi > ^4 > • ' ' 1 ^n) ^1 Pii • • • ? Pn) 
die totale Differentialgleichung 

(2) dz-'Cp{x^,"',Xnj^,p^,'",Pn)dx^-^p^dx^ i?n^^n==0 
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betrachtet. Ist ;j; = cü (aj^ , . . . , a;^) eine Lösung von (1) , so 
ist Gleichung (2) eine Folge von 



/ 



(3) 






— CO (x^ , . . . , rc„) = 






Hat umgekehrt ein System von n Gleichungen zwischen x^^,.,^x^^ 
^1 Pti "") Pn ^1® Eigenschaft, dass aus ihm die Gleichung (2) 
folgt, und lässt es sich nach ^, i?^, --^) Pn auflösen, so hat 
diese Auflösung die Form (3) und io ist eine Lösung von (1). 
Anstatt die allgemeinste Lösung von (1) zu suchen, d. h. die 
Gleichung (1) zu integriren, kann man sich also die Aufgabe 
stellen, das allgemeinste System von n Gleichungen zu be- 
stimmen, welches die Gleichung (2) nach sich zieht, oder, wie 
man sagt, die Gleichung (2) in allgemeinster Weise durch ein 
System von n Gleichungen zu integriren. Zur Lösung dieses 
Problems gelangt nun Pfaff durch eine Reihe aufeinander 
folgender Transformationen der Gleichung (2), die sich bei 
jeder totalen Differentialgleichung ausführen lassen. Diese 
Transformationstheorie der totalen Differentialgleichungen ist 
Pfaff '^ eigenste Leistung. Als Grundlage der ganzen Theorie 
ist der in § 17 der obigen Ai-beit bewiesene Satz zu be- 
trachten*), dass man einen Differentialausdruck 

ii = Pdx + P'dx' -\ H P('»-*)^«('*-0 , 

wo die P Functionen der x sind, auf die Form 

reduciren kann, sobald n eine gerade Zahl ist. Dabei sind 
^> 2/7 y'i • • • Functionen der x^ und 0, Q\ ... hängen nur 
von den y ab. Ist n ungerade, so lässt sich (wie Pfaff be- 
merkt) die obige Reduction, die wir mit (I) bezeichnen wollen, 
im allgemeinen nicht durchführen, wohl aber ist eine andere 
Redaction möglich. Man kann nämlich auf den Ausdruck 



*) Ich folge hier der Darstell ang, die Gauss in seiner Be- 
sprechung der iya^'schen Arbeit gegeben hat (Gott. gel. Anz. 
181Ö Juli 1). 
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P'dx'+F'dx H H p(^-Orfa;(«-0 

wenn man x als constanten Parameter betrachtet, die Re- 
duction (I) anwenden und ihn auf die Form 

l[Qd'y + Q'd'y' H h Q^''''^d'i/'"'')) 

bringen, wo die y Functionen der x sind, aber bei der Ope- 
ration d' die Grösse x als constant zu betrachten ist. Setzen 
wir also 

r.=P-.(«»i+*g+...+«(.-.)^). 

so können wir schreiben 

ß = P*dx + lH\ 
wo nun 

ii'^Qdy+Q'dy'+"^ + 0("-3)^^(n-3) 

ist. Diese Reduction des Ausdrucks ii bezeichnen wir mit (II). 
Offenbar können wir auf ß' wiederum die Reduction (II) an- 
wenden und erhalten dadurch 

i2 = Pdx+Qdy + ri2'\ 

wo Q" wiederum dem Verfahren (II) unterworfen werden kann, 
u. s. f. Jedenfalls gelingt es auf diese Weise, den Ausdruck ß 
(unter Voraussetzung eines ungeraden n) auf die Form 

Mdx -i- Ndy + • . • 

zu bringen, wo die Anzahl der Glieder gleich ^(w+1) ist. 
Diese Reduction bezeichnen wir mit (III). Nehmen wir jetzt 
wieder an, dass in ß die Zahl n gerade ist, und führen wir 
zunächst durch (I) ß in 

über, so können wir auf den in Klammern stehenden Diffe- 
rentialausdruck die Reduction (III) anwenden und dadurch ß 

selbst auf einen — -gliedrigen Differentialausdruck reduciren. 

Diese Reduction bezeichnen wir mit (IV). Dass sich jeder 
Differentialausdruck entweder nach (III) oder nach (IV) redu- 
ciren lässt, ist (wie Gav^s sagt) »ein ebenso neuer wie wichtiger 
Lehrsatz, der sich zwar in der Abhandlung des Herrn Pf äff 
nicht ausdrücklich ausgesprochen findet, aber sich leicht aus 
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den dortigen Untersuchungen folgern lässt.« Die wirkliche 
Ausführung der Reductionen (UIj und (IV) erfordert nach Pfaff 
die Integration einer ganzen Reihe von Systemen gewöhnlicher 
Diflferentialgleichungen 1. Ordnung, und es war späteren Mathe- 
matikern vorbehalten zu ermitteln, wie viele Integrationen hier 
unvermeidlich sind, eine Untersuchung, die wohl erst durch 
lAe zum Abschluss gebracht worden ist (vgl. F. Engel^ das 
Pfaff' sehe Problem, Leipz. Ber. 1896 p. 413). 

Nach dem Obigen erledigt sich nun für Pfaff die Integration 
der partiellen Differentialgleichung (1) einfach dadurch, dass 
er auf die totale Differentialgleichung (2) die Reduction (IV) 
anwendet. Dadurch bringt er (2) auf die Form 

F,df, + F,df, + --. + F„df„ = , 

WO die f und F Functionen der Veränderlichen x^^ . . . j x^, z^ 
P^j ' ' ' } Pn sind, und hat jetzt diese Gleichung durch ein 
7i-gliedriges Gleichungssystem zu integriren. Er begnügt sich 
mit einer Gattung von solchen Systemen, nämlich den folgenden 

wo W eine willkürliche Function ist. 

Die Integi'ation der Gleichung (1) ist hiermit zurückgeführt 
auf die einer Reihe von simultanen Systemen, die nur nach- 
einander integrirt werden können. Im Jahre 1839 bewies Jacoh% 
dass man nur das erste dieser Systeme zu integriren braucht, 
ein Resultat, zu welchem schon viel früher (1819) Gauchy 
gelangt war. 

Ich sehe davon ab, weiter auf die Pfaff^sche Theorie und 
ihre Vervollkommnung durch seine Nachfolger einzugehen, und 
verweise den Leser auf das ganz ausgezeichnete Werk von 
E. von Weber (Vorlesungen über das Pfaff^sahe Problem und 
die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung), wo dieses Gebiet mit meisterhafter Klarheit und Gründ- 
lichkeit behandelt wird. 



1) Zu S. 3. Die betreffende Arbeit Lagrange^s (Sur l'in- 
t^gration des ^quations ä diffdrences partielles du premier 
Ordre, Abhandlungen der Berliner Akademie 1772) ist zu- 
sammen mit derjenigen Cauehy's aus dem Jahre 1819 in 



80 Anmerkungen. 

dentscher Uebersetzung in Heft 113 der OstwaM^BchQji Klassiker 
erschienen. 

2) Zu S, 4. Das Auftreten einer willkürlichen Function 
von zwei Argumenten folgt aus dem Wesen der Lo^aw^e^schen 
Integrationstheorie. I^t q = q)(x^ y^ x^ p) die vorgelegte par- 
tielle Diflferentialgleichung, so sucht Lagrange (nach dem Vor- 
gange Mder^s) p als Function von x, y, x so zu bestimmen, 
dass die Gleichung 

dz — pdx — g)[Xj y, ^j p)dy = 

integrabel wird. Ihre oo* Integralflächen sind dann zugleich 
Integralflächen der partiellen Differentialgleichung. Lagrange\ 
Methode besteht also darin, alle Scharen von oo^ Integral- 
flächen zu suchen. Denken wir uns nun irgend eine Ebene 
(etwa X = Const.) und beachten wir, dass im allgemeinen 
durch jede Curve dieser Ebene eine Integralfläche der par- 
tiellen Differentialgleichung hindurchgeht, so entspricht jeder 
Schar von oo* Integralflächen eine Schar von oo* Curven in 
jener Ebene und umgekehrt. Eine solche Curvenschar wird 
aber dargestellt durch eine Gleichung von der Form x=^f[y^ c), 
wo f eine willkürliche Function der beiden Argumente y und c 
ist. In dieser einfachen Weise erklärt sich das I/o^rari^e'sche 
Paradoxon. Das geistreiche Verfahren, welches er selbst in 
seinen Legons sur la thdorie des fonctions zur Beseitigung 
jener Schwierigkeit anwandte, ist aber insofern von Bedeutung 
gewesen, als es Pfaff zu seiner Theorie angeregt hat (vgl. die 
Bemerkung Pfaff^^ am Ende von § 1 der obigen Arbeit). 

3) Zu S. 14, Hier hätte sich Pfaff auf Euler und Lagrange 
berufen können, die beide diese Frage erledigt hatten. 

4) Zu S. 15, Pfaff hat natürlich noch nicht unsere (von 
Jacobi herrührenden) Symbole für partielle Ableitungen. Er 

hf 
benutzt statt — die Bezeichnung d^fj welche wir überall durch 

X 

die jetzt übliche ersetzt haben. 

5) Zu S. 5 5 ff. Eine elegante Ableitung des P/a/f' sehen 
Resultates gab Jacobi (Greiy^ Journal Bd. 2). Da Pfaff für 
den allgemeinen Fall die Formeln nicht wirklich aufgestellt hat, 
wollen wir die Jaco^* 'sehe Betrachtung, welche nur die ana- 
lytische Durchführung des Pfaff^schen Gedankenganges ist, hier 
wiedergeben. Vorgelegt sei die Gleichung 

Xq dx^ + X^dx^-{ \r Xpdx^ = . 



